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PROBLEMAS SOBRE MOVIMIENTOS VIBRATORIOS DE UN GRADO DE 

LIBERTAD 

 
5-1.- Mientras está parado en un elevador el hombre 
sostiene un péndulo que consiste de una cuerda de 18 
plg y una lenteja de 0.5 lb. Si el elevador está 
descendiendo con una aceleración de a = 4 pies/seg2. 
Usando la teoría de momentos y cantidad de 
movimiento angular, determínese el periodo natural  
de vibración para pequeñas amplitudes de oscilación. 
 
 
 
 
 

Solución 

 
1).- D.C.L. de la lenteja, para un instante cualquiera y 
descomposición de la aceleración (ver figuras P5-1a): 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (a)              (b) 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

( ) ( ) ( ) AAPrAAiirAA axmHaxmHM ρρ +=+= ∑∑ &&
             (1) 

 
Si: 
 

( ) ( ) APAPrAAPAPrA mxHmxH ρρρρ &&&& =⇒=  

 

P5-1 

P5-1a 
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nAP el−=ρ     y    ntAP ee 2θθρ &l&&l&& +=  

 

( ) ( ) bntnrA emeemxeH θθθ &&l&&&ll
& 22 =+−=  

 

( ) bntnAAP esenameesenaxemaxm θθθρ ll −=−−−= cos  

 
En (1), si:  θθ ≅sen  

} }

bbb esenamemesenmg

θθ

θθθ l&&ll −=− 2  

 

( )
0=

−
+ θθ

l
&& ag

    (M.A.S.) 

Donde: 

34.4
5.1

42.32
=

−
=nω    rad/seg  

 45.1
2

==
n

T
ω

π
  seg 

 
5-2.-  Un disco delgado de radio r puede oscilar 
respecto a un eje AB, situado como se indica, a una 
distancia b de su centro de masa G. Determínese: 
a) el periodo de oscilaciones pequeñas, si b = r y b) 
un segundo valor de b para el cual el periodo de 
oscilación es el mismo que en el apartado a). 
 
 

Solución 
1).- D.C.L. (ver figura P5-02a): 
 
 
 
2).- Tomando momentos con respecto al eje 
AB (“O”): 
 

}
θθθ

θ

&&&&
OOO IsenbmgIM =−→=∑  

 

( ) 0
22

2
1

=
+

+ θθ
bmrm

bmg&&    (1) 

P5-2 

P5-2a 

ℑ 

ℑ 
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a).- Si: b  =  r 
 

0
3

2
0

2
2
3

=+→=+ θθθθ
r

g

rm

rmg &&&&    (M.A.S.) 

 
Luego: 
 

g

r
T

2

3
2π=   (Unidades de tiempo) 

 

b).- Si: ?,
2

3
2 == b

g

r
T π   (el otro valor) 

 
En (1): 
 

( )
g

r

mgb

mbmr
T

2

3
22

22
2
1

ππ =
+

=  

 

( ) ( )
2

2
0

22

3
22

2
3

2
32

2
rrr

b
r

rbb
−±

=→=+−  

 

44

3 r
rb ±=  

 

rb =1  (Unidades de longitud)  Valor ya conocido 

 

22

r
b =   (Unidades de longitud)  Valor desconocido. 

 
5-3.- Una varilla de longitud l = 600 mm se cuelga 
de dos cables verticales de longitud h = 300 mm, 

ambos situados a una distancia 2
1 b (b = 400mm) de 

su centro de masa G. Determínese el periodo de 
oscilación cuando: a) se gira la barra un pequeño 
ángulo respecto de un plano vertical que pasa por G y 
se suelta y b) se le da a la barra una pequeña 
traslación horizontal a lo largo de AB y se suelta. 
 

P5-3 

ℑ 

ℑ 
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Solución 

 
1).- Cuando se gira un pequeño ángulo, con respecto a un eje vertical que pasa por “G”. 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-03a):  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
          (a)                               (b) 
 

Si: βsenhX =  y   θsen
b

X
2

=  

 
Luego: 
 

θβ sen
b

senh
2

=  

 

θβθβ sensensensen
3

2

600

400
=→=  

 

Para ángulos pequeños  θβ
3

2
=                  (1) 

 
b).- Relaciones Cinéticas: 
 

2
coscos0

mg
TmgTTFY =→=+→=∑ ββ  

  

P5-3a 
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senT

b
senTIM −=+→=∑ cos
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*cos
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θβ &&
GI

b
T −=
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3
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&&&&
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+ θθ

l

&& gb
 

 
Donde: 
 

9516.0
4.0*81.9*4

6.0
2

4
2

2 22

==== ππ
ω
π

gb
T

n

l
  seg 

 
952.0=T   seg 

 
2).- Si a la barra se le da una pequeña traslación para luego soltarla: 
 
a).- D.C.L.: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

hmmgsenhmFt θθθ &&&& −=→−=∑  

 

0=+ θθ
h

g&&  

 
Donde: 

P5-3b 
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09876.1
81.9

3.0
22

2
==== ππ

ω
π

g

h
T

n

  seg 

 
099.1=T   seg 

 
5-4.- Una media sección de tubo se coloca 
sobre una superficie horizontal, se gira un 
ángulo pequeño y luego se suelta. 
Suponiendo que dicha sección se balancea 
sin deslizar, determínese el periodo de 
oscilación. 
 

Solución 

 
1).- D.C.L. (ver figura P5-04a): 
 
 
2).- Cálculo del momento de inercia de 
masa, para  un pequeño ángulo (cos θ  =  1), 
si IO  =  m r2: 
 

2
2








−=

π
r

mII OG  

 

Por lo que:  

2
2







 −+=
π
r

rmII GA  

 
Luego: 








−






++






−=
πππ
r

mr
r

mmr
r

mII OA

2
2

22
2

2
2

 

 








 −=






−+=
ππ
2

12
2

2 2222 mrmrmrmrI A  

 
3).- Relaciones cinéticas.- Cálculo del momento con respecto a “A” (positivo horario): 
 

∑ =






−→= θθ
π

θ &&&&
AAA Isen

r
mgIM

2
 

P5-4 

P5-4a 

ℑ 
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( )
( ) ( )

0
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=
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π
π
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Donde: 
 

( )22 −= ππ
g

r
T   (Unidades de tiempo) 

   
5-5.- Conforme un cuerpo sumergido se desplaza 
a través de un fluido, sus partículas se mueven 
alrededor del cuerpo y por lo tanto, adquieren 
energía cinética. En el caso de una esfera que se 
mueve en un fluido ideal, la energía cinética total 

adquirida por el fluido es 2
4
1 Vvρ  donde ρ es la 

densidad máxima del fluido, V el volumen de la 
esfera y v la velocidad de la esfera. Considere un 
cascarón hueco de 1 lb de peso y de 3plg de 
radio, que se mantiene sumergido en un 
recipiente con agua, por un resorte de constante 
de 3 lb/plg. a) Despreciando el rozamiento del 
fluido, determine el periodo de vibración del 
cascarón cuando se le  desplaza verticalmente y 
después se suelta y b) Resuélvase el apartado a) 
suponiendo que el recipiente es acelerado hacia 
arriba con una aceleración constante de 10 
pies/seg2. 
 
 

Solución 

Como las únicas fuerzas que producen trabajo, en el sistema agua-esfera, son fuerzas conservativas por lo 
que se conserva la energía mecánica. 
 
1).- Energía mecánica, para una posición cualquiera: 
 

a&& 222

2

1

2

1

4

1
YKYmYVEM ++= ρ   constante 

 
Derivándole con respecto al tiempo: 
 

0
2

1
=++= YYKYYmYYV

dt

Ed M &&&&&&&ρ  

P5-5 

ℑ 
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0
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+ Y

mV

K
YYKmVY

ρ
ρ &&&&       (M.A.S.) 

 
Donde: 
 

K

mV
T

n 2

2
2

2 +
==

ρ
π

ω
π

     →     
( )( )

5559.0
12*3*2

94.1
2 2.32

22

12
3

3
4

=
+

=
π

πT seg 

 
5559.0=T   seg 

 
2).- Si aceleramos el recipiente.- El movimiento vibratorio, se lleva a cabo con respecto al recipiente, 
pero el tiempo es una cantidad absoluto (igual para ambos marcos, según la mecánica newtoniana); luego: 
 

5559.0=T   seg 
 
5-6.- Una placa uniforme y cuadrada de 
masa m, se sostiene en un plano horizontal 
mediante un pasador en B y se une en A a 
un resorte de constante K. Si a la esquina 
se le da una pequeño desplazamiento y se 
suelta determínese el periodo del 
movimiento resultante. 
 
 

Solución 
1).- D.C.L.: 
 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

θ&&ZBZ IM =∑  

 

θθ &&2

6
cos b

m
bFe =−  

}}
θθθ

θ

&&2

1

2

6
cos b

m
senKb =−   

 

0
6

=+ θθ
m

K&&      (M.A.S.)  

 P5-6a 

P5-6 

ℑ 
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Donde: 
 

K

m
T

n 6
2

2
π

ω
π

==    (Unidades de tiempo) 

 
5-7.- El bloque A de 3 kg está fijo al extremo 
de un montaje de barra que tiene peso 
despreciable. Si ambos resortes de K = 400 
N/m están in deformados cuando el  montaje 
está en la posición indicada. Usando métodos 
energéticos determine el periodo natural de 
vibración para el bloque cuando el sistema se 
gira ligeramente alrededor del punto O y se 
suelta. 
 
 
 

Solución 

 
Las únicas fuerzas que producen trabajo son 
conservativas, por lo que se conserva la 
energía mecánica. 
 
1).- Diagrama de la posición inicial y una 
posición cualquiera (ver figura P4-07a): 
 
 
 
 
 
 
 
2).- Por conservación de la energía mecánica: 
 

( ) 22

2

1
cos1

2
2 VmmgL
K

EM +−+= θδ  

 

( ) ( ) a& 222
1 2

1
cos1 LmLmgsenLKEM θθθ +−+=    constante 

 
Derivándole respecto al tiempo: 
 

0cos2 22
1 =++ θθθθθθθ &&&&& LmsenLmgsenKL  

P5-7 

P5-07a 

ℑ 

300 mm 
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Reemplazando valores y operando: 
 

165.18=nω   rad/seg   →   346.0
2

==
n

T
ω
π

   seg 

 
5-8.- Un motor de 50 kg, se sostiene directamente 
mediante una viga ligera horizontal cuya 
deformación estática es de 6 mm, debida al peso 
del motor. El desequilibrio del motor es 
equivalente a una masa de 100 gr situada a 75 mm 
del eje de rotación. Si se sabe que la amplitud de la 
vibración del motor es de 0.8 mm a una velocidad 
de 400 RPM, determínese a) el factor de 
amortiguamiento y b) el coeficiente de 
amortiguamiento. 
 

Solución 
1).- Cálculo del Ke, cuando el motor no están 
funcionando. 
 
 
 
a).- D.C.L. del modelo discretizado, cuando el 
motor no está funcionando (ver figura P5-08a): 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

SeeX KFmgF δ==→=∑ 0  

 

81750
006.0

81.9*50
===

S

e

mg
K

δ
  N/m 

 
2).- Cuando el motor está funcionando.- 
Para el modelo discretizado del sistema: 
 
 
 
 

P5-8 

P5-08a 

P5-8b 

ℑ ℑ 
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Fa

a).- D.C.L. (ver la figura P5-08c): 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

XmFX
&&=∑  

 

XmtsenFXCXK Oe
&&& =+− *ω  

 

tsenFXKCXXm Oe *ω=++&&                  (1) 

 
Donde: 
 

50=m   kg  ,  89.41
30

*400* ==
π

ω   rad/seg 

 

16.1389.41*075.0*1.0 22
* ==== ωrmamF CenCeO   N 

 
En (1): 
 

tsenX
m

K
X

m

C
X e 89.4116.13=++ &&&  

 

tsenXX
m

C
X 89.4116.131635 =++ &&&  

 

44.401635 ==nω   rad/seg 

 
c).- Cálculo de la amplitud estacionaria y del factor de amortiguamiento: 
 
Si: 

4

2222

*

22

*

108

44.40

89.412

44.40

89.41
1

81750
16.13

2
1

−=









+




















−

=









+























−

= x
K

F

X

nn

e

O

O

η

ω
ωη

ω
ω

m 

 
 

09.01025.21075.2 826 =→= −− ηη xx  

P5-8c 

 

Fo sen ω* t 

Fd 
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r1

F2

F1

mg Q

d).- Cálculo del coeficiente de amortiguamiento “C”: 
 
Si, también: 

( ) ( )
4

2
22

2

*22
*

2

108

50

89.41
89.4144.40

50
16.13

−=








+−

=









+−

= x
C

m

C

m
F

X

n

O

O

ω
ωω

m 

 

66.3650599.01048.4 27 =→=− CCx   N-seg/m 

 
5-9.- Una rueda escalonada que pesa 90 N 
rueda por un plano horizontal, según se indica 
en la figura. Los resortes están unidos a hilos 
arrollados de manera segura sobre el cubo 
central de 32 cm de radio. Si el radio de giro 
en G del cilindro escalonado vale 225 mm, 
escribir la ecuación diferencial del movimiento 

para la posición GX (t) del centro de masa del 

cilindro, y determinar la frecuencia y el 
periodo del movimiento vibratorio resultante. 
 

Solución 

 
1).- D.C.L. (ver figura P5-09a): 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

GX XmF &&=∑   

 

212 rmFfF α=−+               (1) 

 

αGG IM =∑   

 

α2
11212 GmKFrFrfr =++      (2) 

 
(1) en (2): 
 

( ) αα 2
11122122 GmKrFrFFFrmr =++−+  

 

P5-9 

P5-9a 

ℑ 
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( ) ( ) ( )2
2

2
212121 rKmrrFrrF G −=−++ α                   (3) 

 
3).- Relaciones cinemáticas: 
 

32.032.0 G
G

X
X

&
& =→= ωω  

 

47.047.0 P
P

X
X

&
& =→= ωω  

 

17.0117.0 Q
Q

X
X

&
& =→= ωω  

 
Luego: 
 

PGPG XXXX
47

32

47.0

32.0
=→= &&  

 

QGQG XXXX
17

32

17.0

32.0
=→= &&  

 
Luego: 
 

KXKXF GP 32

47
1 ==  

 

KXKXF GQ 32

17
2 ==  

 
En (3): 
 

( ) ( ) 









−=−+ GG

G
GG XK

X
XX &&

&&
32.0

32.081.9

90
17.01400*

32

17
47.01000*

32

47 2  

 

GG XX &&484.1875.563 −=  

 

099.389 =+ GG XX&&          (M.A.S.) 
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Donde: 
 

75.19=nω   rad/seg,   318.0=T   seg     y   1.3=nf   HZ  

 
5-10.- Un motor de velocidad variable está unido rígidamente a la viga BC. El motor está ligeramente 
desequilibrado y hace que la viga vibre con una frecuencia igual a la velocidad del motor. Cuando la 
velocidad es menor que 600 RPM o mayor de 1200RPM, se observa que un pequeño objeto, colocado en 
A permanece en contacto con la viga. Para una velocidad entre 600 a 1200 RPM se observa que el objeto 
“brinca” y realmente pierde contacto con la viga. Determínese la amplitud (deflexión estática) del 
movimiento de A cuando la velocidad del motor es a) 600 RPM y b) 1200RPM.Exprésese los resultados 
en S.I. y en unidades del sistema ingles. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Solución 

 
1).- Lo que nos piden, es la deflexión  que produciría el motor, que es equivalente a la deflexión estática, 
por las condiciones dadas: 
 
Si: 

22

1

2

1

n

n
n

gg

T
f

ωππ
ω

=∆→
∆

===   

 

2).- El  nω  de  la viga, es la del motor de acuerdo a lo enunciado en el problema: 

 

π
π

ω 20
30

*600 ==an    rad/seg    y   π
π

ω 40
30

*1200 ==bn    rad/seg 

 

a).- Reemplazando en (1) anω  : 

2400 π
g

a =∆  

 
i).- Si  g  = 9810  mm/seg2: 
 

485.2
400

9810
2

==∆
πa   mm 

P5-10 

ℑ ℑ 
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ii).- Si g  =  386.4  plg/seg2 : 
 

0979.0
400

4.386
2

==∆
πa   plg 

 

b).- Reemplazando en (1), bnω : 

 

21600 π
g

b =∆  

 
i).- Si  g  =  9810  mm/seg2: 
 

621.0
1600

9810
2

==∆
πb   mm 

 
ii).- Si  g  =  386.4  plg/seg2: 
 

0245.0
1600

4.386
2

==∆
πb   plg 

 
5-11.- Una pelota de 360 gr está unida a una paleta 
mediante un cordel elástico AB de constante K = 73 
N/m. Sabiendo que la paleta se mueve verticalmente 
conforme a la relación δ = δm senωf t, con una 
amplitud δm = 200 mm y una frecuencia ff = 0.5 Hz, 
hallar la amplitud de la parte estacionaria del 
movimiento de la pelota. 
 

Solución 

 
1).- Movimiento discretizado 
(ver figura P5-11a):  
 
 
 
 
 
2).- D.C.L. (ver figura P5-11b): 
 
 
3).- Relaciones cinéticas: 
 

P5-11 

P5-11a 

 

δ = δm senωf 

t 
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YmFe
&&=−  

 

( )( ) YmYK t
&&=−− δ  

 

( )
tsen

m

K
Y

m

K
Y f

t ω
δ

36.0

2.0*73

6.14 876

&& ==+  

 

tsenYY fω556.40778.202 =+&&  (Mov. forzado no amortiguado)   (1) 

 
Donde: 

24.14=nω   rad/seg    y   ππω
π

ω
==→= 5.0*2

2 f

f

ff   rad/seg 

En (1): 
 

tsenYY π6.14778.202 =+&&   (Mov. forzado no amortiguado) 

 
2).- Cálculo de la amplitud de la parte transitoria: 
 

21.0
908.192

556.40

778.202
36.0

6.14

20 ==
−

=
π

Y   m 

 
 
5-12.- Un bloque A de 4 kg se deja caer desde una altura de 
800 mm sobre un bloque B de 9 kg. Este está soportado por 
un muelle de constante K = 1500 N/m y sujeto a un 
amortiguador de coeficiente de amortiguamiento C = 230 
N.seg/m. Sabiendo que no hay rebote, hallar la distancia 
máxima que recorren los bloques tras el choque. 
 

Solución 

 
1).- Condiciones iniciales del movimiento. 
 
a).- Cálculo de la velocidad del bloque A, antes del 
choque: 
 

962.38.0*81.9*22 === hgVA  m/seg 

 

P5-11b 

P5-12 
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Fd

δs

b).- Cálculo de la velocidad de los bloques A y B, un 
instante después del choque completamente plástico, 
por conservación de la cantidad de movimiento 
lineal: 
 

}
( )VmmVmVm BABBAA +=+

0

 

 

22.1219.1
13

962.3*4
≅==V  m/seg 

 
2).- Cuando el cuerpo B se encuentra en equilibrio 
estático (ver figura P5-12a): 
 

00 =−→=∑ SBY KgmF δ            (1) 

 
3).- Cuando el sistema se encuentra en movimiento. 
 
a).- D.S.F. (ver figura P5-12b) 
 
b).- Relaciones Cinéticas: 
 

YmF tY
&&=∑  

 

( ) ( )YmmYCYKgmgm BASBA
&&& +=−+−+ δ  

 

81.9*4150023013 =++ YYY &&&  

 

13

81.9*4

13

1500

13

230
=++ YYY &&&   (Mov. forzado con amortiguamiento) 

 
Donde: 
 

74.10=nω   rad/seg 

 

8235.0
2

==
mK

C
η   (Mov. Vibratorio sub amortiguado) 

 

093.61' 2 =−= ηωω n    rad/seg 

P5-12a 

P5-12b 
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3).- Solución de la ecuación diferencial: 

( ) PCt YYY +=  

 
Si: 
 

( )tBtsenAeY
t

C
n 'cos' ωωωη += −

 

 

02616.0
13

81.9*4

13

1500
000 =→=→= AAAYP  

 
Luego: 
 

( ) ( ) 02616.0093.6cos093.6844.8 ++= − tBtsenAeY t

t   m           (2) 

 
Derivando (2) con respecto al tiempo: 
 

( ) 






 −
+






 +
−= −−

tsenB

tA
e

tB

tsenA
eY tt

t 093.6

093.6cos
093.6

093.6cos

093.6
844.8 844.8844.8&    (3) 

 
Determinación de las constantes, de acuerdo a las condiciones iniciales: 
 

Para, 0,0 0 == Yt   m/seg   y 22.10 =Y&   m/seg 

 
En (2): 
 

02616.002616.00 −=→+= BB  

 
En (3): 
 

1623.0093.6844.822.1 =→+−= AAB  

 

4).- Cálculo de la deformación máxima.- Esto se da cuando ( ) 0=tY& , luego en (3): 

 








 +
+






 −
−= −−

tsen

t
e

t

tsen
e tt

093.602616.0

093.6cos1623.0
093.6

093.6cos02616.0

093.61623.0
844.80 844.8844.8  

 
ttsen 093.6cos22.1093.6276.10 +−=  
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A

B

C

6m

3m
δ

δ

Y

m

δ(t)

Ke

µ 

763.0093.672.43093.69563.0093.6 =°=→= totttg  rad 

1252.0=t  seg 
 
En (2): 
 

( ) 02616.072.43cos02616.072.431623.01252.0844.8
max +°−°= −

seneY
x  

 

05698.002616.003082.0max =+=Y  m   →  57max ≅Y   mm 

   
5-13.- Una viga ABC está soportada por una 
articulación en A y un juego de rodillos en 
B. Un bloque de 120 kg colocado en su 
extremo produce una flecha de 15 mm en C. 
Suponiendo que la articulación sufra en A 
un desplazamiento periódico δ = δm sen ωf t, 
donde δm = 10 mm y ωf = 18 rad/seg y que 
el apoyo B no se mueva, hallar la 
aceleración máxima del bloque C. Se 
desprecia la masa de la viga y se supone que 
el bloque no se separa de ella. 
 

Solución 

 
1).- Discretizando el movimiento: 
 
 
2).- Determinación del Ke , del δ(t) y D.C.L . 
 
a).- Ke para una viga en voladizo: 
 

78480
015.0

81.9*120
===

S

e

P
K

δ
  N/m 

 
b).- ABC es una viga rígida, con movimiento alrededor de un eje fijo (ángulos pequeños): 
 
 
 

( )

36
tCδδ

=   

 

( ) tsenxtC 18105
2

3−==
δ

δ   m 

P5-13 

P5-13a 

P5-13b 

ℑ 

ℑ 
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Fe

W

N

 
c).- D.C.L.: 
 
 
 
 
 
 
 
3).- Relaciones Cinéticas (ver figura P5-13c): 
 

( )( ) YmYKYmF tCee
&&&& =−−→=− δ  

 

tsen
x

YY 18
120

105*78480

120

78480 3−

=+&&  

 

tsenYY 1827.3654 =+&&   (Mov. forzado sin amortiguamiento) 

 
Donde: 
 

NxF 4.392105*78480 3
0 == −  

 

57.25654 ==nω  rad/seg 

 
4).- La aceleración máxima se dará en la solución particular: 
 
Si: 
 

tsenYYytYYtsenYY PPP *
2
*0**0*0 cos ωωωωω −==⇒= &&&  

 

3

2

3

2

*

0

0 1091.9

57.25

18
1

78480
105*78480

1

−

−

=









−

=









−

= x

x
K

F

Y

nω

ω
  m 

 

Para maxY&& , 1* =tsen ω  ; luego: 

 

21.318*1091.9 23
max == −xY&&   m/seg2 

P5-13c 
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T'

G

mg

Fes=K(2δ )

G

Fes=K(2δ +Y)

T2

T1 T2

FdP(t)

mg

5-14.- Una masa A de 4 kg pende en un plano 
vertical, según se indica en la figura. El resorte 
de K =1.5 KN/m se halla sometido a tracción 
en todo momento y las poleas son pequeñas y 
extensa de rozamiento. Si se aplica una fuerza 
hacia abajo P(t) = 150 sen 18 t (Newton) al 
bloque A;  C = 125 N-seg/m, y A se desplaza 
15 mm por encima de su posición de equilibrio 
y se suelta dándole una velocidad hacia abajo 
de 750 mm/seg cuando t = 0. Determínese: a) 
la ecuación diferencial que rige el movimiento, 
b) la posición del bloque en función del 
tiempo. 
 

Solución 

 
1).- Cuando el sistema se encuentra en 
equilibrio estático: 
 
a).- D.C.L.: 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

0=∑ CM  

 

seses KFTrFrT δ2'0' ==→=−  

 

0=∑ YF  

 

040' =−→=−− ses KmgFTmg δ  (1) 

 
2).- Cuando el sistema se encuentra en movimiento: 
 
a).- D.C.L.: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        (a)      (b) 

P5-14 

P5-14a 

P5-14b 
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b).- Relaciones Cinéticas: 
 
En (a): 
 

}

eeCC FTrFrTIM =→=−→=∑ 11

0

0α  

 
}

eeCPY FTTFTamF 2221

0

=→=+→=∑  

 
En (b): 
 

( ) YmFPmgYCYmF etY
&&&&& =−++−→=∑ 2  

 

( ) ( ) YmYKPmgYC st
&&& =+−++− δ4  

 

( )tPKYYCYm =++ 4&&&       →     tsenYYY 1815060001254 =++ &&&  

 

tsenYYY 18
4

150
150025.31 =++ &&&  (Mov. forzado con amortiguamiento)         (2) 

 
3).- Solución de la ecuación diferencial (2): 
 
Si: 
 

( ) CPt YYY +=  

 
a).- Determinación de la solución particular: 
 

( )SP tsenYY φ−= 180  

 
Donde: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2222
*

22
*

0
0

18*12518*46000

150

+−
=

+−
=

ωω CmK

F
Y  

 

028766.00 =Y   m   ó     766.280 =Y   mm 
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4783.0
18*46000

18*125
22

*

* =
−

=
−

=
ω

ω
φ

mK

C
tg S    →  °= 56.25Sφ    ó    4462.0=Sφ   rad. 

Luego: 
 

( )4462.018766.28 −= tsenYP   mm                (3) 

 
b).- Determinación de la solución complementaria: 
 

0150025.31 =++ YYY &&&  

 
i).- Cálculo de η, para determinar el tipo de amortiguamiento : 
 
Si: 

1=efm   kg , 25.31=efC   N.seg/m  , y 73.381500 ==efnω   rad/seg 

4034.0
73.38*1*2

25.31

2
===

efnef

ef

m

C

ω
η      (Mov. Subamortiguado) 

 
ii).- La solución está dado por: 
 

( )tBtAseneY
t

C
n 'cos' ωωηω += −

 

 
Donde: 
 

438.354034.0173.381' 22 =−=−= ηωω n   rad/seg 

 
Luego la solución general está dado por: 
 

( ) ( ) ( )4462.018766.28438.35cos438.35625.15 −++= − tsentBtAseneY t

t   mm          (4) 

 
3).- Cálculo de las constantes A y B, por las condiciones iniciales: 
 

Para, t = 0,  0Y = -15 mm , y 0Y
& = 750  mm/seg 

 
Si: 
 

( ) ( )++−= − tBtsenAeY t

t 348.35cos438.35625.15 625.15&  

( )+−− tsenBtAe t 348.35438.35cos438.35 625.15 ( )4462.018cos18*766.20 −t   (5) 
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Fes

N1

W1

C

By

Bx

A

N2

W2

T1'

T1'

T2'

T2'

En (4): 
 

( ) 587.24462.0766.2815 −=→−+=− BsenB    

 
En (5): 
 

( ) ( )4462.0cos18*766.28438.35587.2*625.15750 −++−−= A  

 

842.6=A   mm 
 
Luego: 
 

( ) ( ) ( )4462.018766.28438.35cos587.2438.35842.6625.15 −+−= − tsenttseneY t

t   mm 

  
5-15.- Las dos masas de la figura se 
deslizan por sendas superficies 
horizontales exentas de rozamiento. 
La barra ABC es de masa 
despreciable y está vertical en la 
posición de equilibrio. Si al punto 
D de la barra se aplica una fuerza 
P(t) = 50 sen Ω t  (Newton). 
Determínese: a) la máxima 
amplitud de la oscilación 
estacionaria del bloque de 10 kg, b) 
el dominio de pulsaciones Ω que 
hay que evitar para que la amplitud 
de la oscilación estacionaria del 
bloque de 10 kg no supere los 25 
mm. 

Solución 

 
1).- Cuando el sistema está en equilibrio: 
 
a).- D.C.L.(s): 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (a)    (b)      (c) 

P5-15 

P5-15a 
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W2
T1

N2

Fd
Bx

W1

N1

Fe

By

T1

T2

T2

50 sen Ω t

θ

θ

b).- Relaciones cinéticas: 
 
En (a): 
 

11 '0 sesX KFTF δ==→=∑                 (1) 

 
En (b): 
 

( ) ( )2.0'1.0'0 21 TTM B =→=∑                 (2) 

 
En (c): 
 

0'0 2 =→=∑ TFX  

 
Luego en (1) y (2): 
 

11 0' sKT δ==  
 
2).- Cuando el sistema esta en movimiento: 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-15b): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            (a)             (b)          (c) 
 
b).- Relaciones cinemáticas (para pequeños desplazamientos): 
 

P5-15b 
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B

X
A

X2 C

θ

θ

 
 

       XX
XX

2
2.01.0 2
2 =→=  

 

       XX && 22 =  
 

       XX &&&& 22 =  

 
 
 
 
 
 
c).- Relaciones cinéticas: 
 
En (c): 
 

( ) ( )XmXCTXmFTXmF dX
&&&&&&& 22 2222222 =−→=−→=∑  

 

XXT &&& 120302 +=                   (3) 

 
En (b): 
 

}
02.050*12.01.0* 21

0

=−Ω+→=∑ TtsenTIM BB α  

 
Reemplazando (3): 
 

tsenXXtsenTT Ω−+=Ω−= 6024060602 21
&&&               (4) 

 
En (a): 
 

XmKXTXmFX
&&&&

1111 −=+→=∑  

 
Reemplazando (4): 
 

XKXtsenXX &&&&& 106024060 −=+Ω−+                (5) 

 

5-15c 
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tsenXXX Ω=++ 6400247 &&&   (Mov. forzado amortiguado) 

 
Donde: 
 

Ω===== *0 ,6,400,24,7 ωeffeffeffeff FKCm   y   086.0=η  

 
3).- Cálculo de la máxima amplitud de la vibración  permanente: 
 

( ) ( )222

0

0

Ω+Ω−
=

effeffeff

eff

CmK

F
X                 (6) 

 
Usando máximos y mínimos para la amplitud en función de la pulsación perturbadora: 
 

( )( )[ ]
( ) ( )[ ] 2

3
222

0

2
00

222
*

2
0

Ω+Ω−

Ω+−Ω
−==

Ω
effeffeff

effeffeffeffeff

CmK

CmmKF

d

dX

44444 844444 76

 

 

( )( ) 0222 22 =Ω+Ω−Ω− effeffeffeff CmmK      →   ( )22 2 Ω−= effeffeffeff mKmC  

 

16.7
7*2

24400*7*2

2

2 2
1

2

22
1

2

2

=






 −
=











 −
=Ω

eff

effeffeff

m

CKm
  rad/seg 

 
En (6): 
 

( ) ( )
03396.0

16.7*2416.7*7400

6
222

0 =
+−

=X   m    →   96.330 =X  mm 

 
4).- Cálculo del dominio de la pulsación Ω, que hay que evitar para que la amplitud de oscilación 
estacionaria del bloque de 10 kg no supere los 25 mm. 
 
En (6): 
 

( )
( ) ( )

2

222

2

247400

6
025.0















Ω+Ω−
=   
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0.3

δA

δc

0.3

A

B

C

Y

m

ℑ

ℑ

K

δc(t)

2
224

025.0

6
576560049160000 







=Ω+Ω−Ω+    →    08.20895306.102 24 =+Ω−Ω  

 

2

404.465306.102

2

8.2089*45306.1025306.102 2
2 ±

=
−±

=Ω  

 
De donde, se tiene: 
 

629.81 =Ω   rad/seg   y   2975.52 =Ω   rad/seg 

 
Luego: 
 

629.8298.5 ≤Ω≤   (rad/seg) 
 
5-16.- Una masa de 0.5 kg está suspendida 
de una barra rígida AB a través de un 
resorte cuya constante K vale 100 N/m. Al 
extremo de la barra AB se le da un 
movimiento vertical sinusoidal δA =2 sen 
14 t  (mm), con t en segundos. ¿Cuál será 
la máxima fuerza sobre la barra en el 
punto C, mucho tiempo después de que el 
movimiento haya comenzada? 
 

Solución 

 
1).- Modelo discretizado (ver figura P5-
16a) y cálculos elementales (ver figura 
P5-16b): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

23.06.0
A

C
CA δ

δ
δδ

=→=  

 
 

5-16 

P5-16a 

P5-16b 



SOLUCIONARIO DE PROBLEMAS SOBRE MOVIMIENTOS VIBRATORIOS DE UN GRADO DE LIBERTAD 
________________________________________________________________________________________________ __ 29 

__________________________________________________________________________________________________________ 
 Autor : Ing. VICTOR MANUEL MENACHO LOPEZ 

N

W

Fe

max

mg

Fe

2).- Cálculo de la aceleración máxima: 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-16c): 
 
 
b).-Relaciones cinéticas: 
 

YmFY
&&=∑  

 

( ) YmYKYmF Ce
&&&& =−−→=− δ  

 

C
m

K
Y

m

K
Y δ=+&&   

 

tsenYY 14
5.0

1.0
200 =+&&  (Movimiento forzado no amortiguado) 

 
La aceleración máxima de la masa se da en la solución particular, luego: 
 

05.0
14200
5.0

1.0

22
*

0

0 =
−

=
−

=
ω

m
K

m
F

X   m 

 
Si: 
 

tXXtsenXX PP **0*0 cos, ωωω == &   y   tsenXX P *
2
*0 ωω−=&&  

 

La aceleración máxima se da cuando: 1* =tsenω  
 

8.914*05.0 2 −=−=PX&&   m/seg2  

 
3).- Cálculo de la fuerza elástica máxima que actúa 
en C (ver figura P5-16d): 
 
 

( )máxee XgmFXmFmg &&&& +=→−=−  

 

( ) 805.98.981.95.0 =+=eF   N 

 

P5-16c 

P5-16d 
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m

Y

ℑ

ℑ

Ke

δ(t)

W

Fe

N

5-17.- Cada una de las bolas de 0.5 kg está sujeta 
al extremo de la varilla elástica sin peso que 
flexiona 4 mm cuando recibe la aplicación 
estática de una fuerza de 2 N. Si el collarín 
central recibe un movimiento armónico vertical 
de frecuencia 4 Hz y una amplitud de 3 mm, 
hallar la amplitud Y0 de la oscilación vertical de 
cada bola. 
 
 

Solución 

 
1).- Cálculo de Ke y la función desplazamiento δ (t): 
 

500
004.0

2
==eK   N/m 

 

133.252*42 ** === ππω f   rad/seg 

 

003.00 == δb   m 

 

( ) tsent 133.25003.0=δ  m 

 
2).- Modelo discretizado para una de las bolas: 
 
 
 
3).- Relaciones cinéticas: 
 
a).- D.C.L.( ver figura P5-17b): 
 
 
 

b).-  YmFYmF eY
&&&& =−→=∑  

 

( )( ) YmYK te
&&=−− δ  

 

( )t
ee

m

K

m

K
Y δ=+&&       (Mov. Forzado no amortiguado) 

 

P5-17 

P5-17a 

P5-17b 
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Ox

Oy O

B

A

b

a

Fes

w

T1

T1

tsenYY 133.25
5.0

003.0*500

5.0

500
=+&&  

 
Donde: 
 

623.31=nω   rad/seg 

 

00815.0
632.01

003.0

1

003.0

2

*

0 =
−

=









−

=

n

e

e

K
K

Y

ω
ω

 m      →    15.80 =Y   mm 

 
 
5.18.- Para el sistema representado 
escribir su ecuación diferencial del 
movimiento en función de la variable X. 
Hallar la expresión del índice de 
amortiguamiento η en función de las 
constantes del sistema indicadas. 
Despreciar la masa de la palanca AB y 
suponer que se efectúan pequeñas 
oscilaciones en torno a la posición de 
equilibrio representada. 
 
 

Solución 

1).- D.C.L.: 
 
a).- Para los cuerpos en equilibrio estático: 
  
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
     (a)     (b) 
 

P-18 

P5-18a 
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T1

B

Ox

Oy

b

O
a A

Fd VB

Fe

w

T

b).- Para los Cuerpos en movimientos, con pequeñas oscilaciones: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                (a)                   (b) 
   
2).- Relaciones cinéticas: 
 
a).- Para los cuerpos en equilibrio estático: 
 
En (a): 
 

000 110 =→=→=∑ TaTM  

 
En (b): 
 

000 =−→=+−→=∑ mgKFmgF sesX δ             (1) 

 
b).- Para los cuerpos en movimiento, con pequeñas oscilaciones: 
 

En (a), ( )0≅BAm   y  
a

Xb
V

a

X
B

&&
=⇒=ω  

 

0000 =−









−→=−−→=∑ aTb

a

Xb
CaTbFM d

&
  →  XC

a

b
T &

2









−=    (2) 

 
En (b): 
 

( ) XmXKmgTXmF sX
&&&& =−−−→=∑ δ   →  XmKKXmgXC

a

b
s

&&& =+−−







− δ

2

 

0
2

2

=++ X
m

K
X

ma

Cb
X &&&        (Mov. libre amortiguado) 

P5-18b 
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W1

N1

Ox

Oy

N2

W2

T1'

T2'

T1'
Fes1

Fes2

T2'

2).- Cálculo de η: 
 

m

K
ma

Cb

ma

Cb
n

2

2

2

2

2

2 =→= ηηω     →     
Kma

Cb
2

2

2
=η  

 
5-19.- Las dos masas de la figura se 
deslizan por sendas superficies 
horizontales exentas de rozamiento. 
En la posición de equilibrio, la barra 
ABC está vertical, siendo 
despreciable su masa. Si a = 100 mm 
y se supone oscilaciones de pequeña 
amplitud, determinar: 
a).- La razón de amortiguamiento η. 
b).- El tipo de movimiento 
(Subamortiguado, sobreamortiguado 
o críticamente amortiguado). 
c).- La frecuencia y periodo del 
movimiento (Si procede). 
d).- El valor de “a” que da 
amortiguamiento crítico. 
 

Solución 

 
1).- Para el sistema en equilibrio estático: 
 
a).- D.C.L.(s): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (a)             (b)         (c) 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 
En (a): 

P5-19 

P5-19a 
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Fe1

N 1

W 1

Bx
B

By

δ

A

C

X

δ

2X

N 2

Fe2

W 2

T 1

T2 Fd

T2
T1

δS

11 '0 SX KTF δ=→=∑                 (1) 

 
En (b): 
 

'
2.0

''2.0'0 2121 T
a

TTaTM B =→=→=∑                                                 (2) 

 
En (c): 
 

22 '0 SX KTF δ=→=∑                 (3) 

 
(1) y (3) en (2) : 
 

1221 2.0

2.0
SSSS

a
K

a
K δδδδ =→=      (4) 

 
2).- Para el sistema en movimiento: 
 
a).- D.C.L.(s): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (a)                  (b)            (b) 
 

11 SX δδ +=    y    22 2 SX δδ −=  
 
b).- Relaciones cinemáticas: 
 

X
a

XyX
a

XX
a

X &&&&&& 2.02.02.0
222 ==→=  

c).- Relaciones cinéticas: 
 
En  (c): 

P5-19b 
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222222 XmTFXmF eX
&&&& =−−→=∑       →    Xm

a
T

a
XK S

&&
221

2.0

2.0
2 =−








−− δ  

 

Xm
a

a
X

a
KT S

&&
212

2.0

2.0

2.0
−







−−= δ               (5) 

 
En (b): 
 

}
( ) ( )ddBB FT

a
TTFaTIM −=→=−+→=∑ 2121

0
2.0

02.0α  

 
Si: 
 









−=⇒== XC

a
T

a
TXC

a
XCFd

&&& 2.02.02.0
212              (6) 

 
En (a): 
 

XmFTXmF eX
&&&&

1111 =−→=∑                (7) 

 
(6) en (7): 
 

( ) XmXKXC
a

T
a

S
&&&

1122

04.02.0
=+−− δ               (8) 

 
(5) en (8): 
 

( ) XmXKXC
a

Xm
a

a

a

X
K

a
SS

&&&&&
11221

04.02.0

2.0

2.02.0
=+−−








+







−

−
δδ  

 

0
04.004.004.0

2

2

2221 =






 +
++








+ KX

a

a
XC

a
m

a
mX &&&  

 

( )
0

04.0

04.0

04.0

04.0

221
2

2

221
2

=









+

+
+









+

+ X

m
a

ma

Ka
X

m
a

ma

C
X &&&                                    (9) 
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3).- Para a = 0.1 m, reemplazando en (9): 
 

086.1422857.34 =++ XXX &&&  
 
Donde: 
 

9523.11=nω   rad/seg 

 

2857.342 =nωη  
 

434.1
9523.11*2

2857.34
==η  

 
Lo que nos dice, que es un movimiento sobreamortiguado, por lo que no tiene frecuencia ni periodo. 
 
4).- Cálculo de “a” para el movimiento críticamente amortiguado (η = 1): 
 
Luego: 

( )
6.010

2000*04.0
*1*2

6.010

24
2

2

2 +

+
=

+ a

a

a
       →     ( ) 2000*04.04

6.010

24 2

2

2

+=
+

a
a

 

 

072.0024.04.06.010 224 =+++ aaa  
 

03544.0
2

0048.0*41.01.0
00048.01.0

2
224 =

+±−
=→=−+ aaa  

 
1883.0=a   m  ó   3.188=a   mm. 

 
 
5-20.- Una mujer de 55 kg se halla de pie 
en el centro de un tabón apoyado por los 
extremos y produce una flecha de 22 mm 
en el centro. Si dobla levemente las 
rodillas con el objeto de provocar una 
vibración vertical, ¿cuál será la frecuencia 
natural fn del movimiento? Se supondrá 
que el tablón responde elásticamente y se 
despreciará su relativa pequeña masa. 
 
 

Solución P5-20 
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Ke
m

mg

Ke

X

mg

N

Fe

X

1).- Discretizando el sistema (ver figura P5-20a): 
 
 
 
 
2).- Cálculo de Ke, cuando la mujer esta 
quieta (ver figura P5-20b): 
 
 

seX KmgF δ=→=∑ 0  

 

52524
022.0

81.9*55
==eK   N/m 

 
3).- Cuando el cuerpo se encuentra en movimiento: 
 
a).- D.C.L.: (ver figura P5-20c) 
 
 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

XmFX
&&=∑  

 

0=+→=− X
m

K
XXmXK e

e
&&&&  

 

0
55

52524
=+ XX&&  

 

Donde: 

1166.21=nω   rad/seg   →  36.3
2

==
π

ωn
nf   Hz 

 
5-21.- Una varilla AB de 800 gr está atornillada a un 
disco de 1.2 kg. El centro A de éste, está sujeto a un 
muelle de constante K = 12 N/m cuyo otro extremo C 
está unido a una pared. Sabiendo que el disco rueda 
sin deslizar, hallar el periodo de las pequeñas 
oscilaciones. 
 

Solución 

P5-20a 

P5-20b 

P5-20c 

P5-21 
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f

Fe

0.05

θ

m b g

m D g

Ci

N

cos θ

1).- D.C.L.: 
 
 
 
 
 
 
 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

∑ = θ&&iCiC IM  

 
Si: 

 









++








+=








+++= 2

2
22222 05.0

12

6.0
8.01

2

1
25.0*2.105.0*

12

1

2

1
bbDDiC mmrmrmI l

 

1385.0=iCI  kg m2  

 

Luego: 
 

( ) ( ) θθθθθ
θ

&&&&
876l

1385.025.0*123.0*81.9*8.0
2

2 =−−→=−− Ab IrrKsengm  

 

7344.40414.22 =→=+ nωθθ&&   rad/seg 

 
Luego: 

327.1
2

==
n

T
ω

π
 seg 

 
5-22.- La lenteja esférica del péndulo de la figura oscila en el 
seno de un fluido que le ejerce una fuerza resistente de la forma 
Kv2, donde K es una constante y v es la velocidad de la lenteja. 
Si la masa de ésta es m y puede despreciarse la masa,  resistencia 
de la varilla y el rozamiento en la suspensión, deducir la 
ecuación diferencial del movimiento del péndulo para pequeñas 
oscilaciones. 
 
 
 

P5-21a 

P5-22 
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Y

X

OX

OY

O

r

r

G

mg

θ

mg

T

θ

θ

et

en

o

          2

Kv

Solución 

 
1).- D.C.L.: 
 
 
2).- Relaciones cinemáticas: 
 

tev l&θ=  

 

nt eea l&l&&
2θθ +=  

 
3).- Relaciones cinéticas: 
 

( ) l&&l& θθθ mKmgamF tt =−−→=∑
2

 

 

( ) 0=++ θθθθ &

l

&&l&& g

m

K
 

 
5-23.- El disco uniforme cuelga de una rótula (no 
representada) que encaja en la pequeña bola O. 
Hallar el período del pequeño movimiento si el 
disco se balancea libremente alrededor: a) del eje 
A-A y b) del eje B-B. Despreciar el leve 
descentrado, la masa y el rozamiento de la bola. 
 

Solución 

 

1).- Para el balanceo del disco alrededor del eje A-A: 
a).- D.C.L (ver figura P5-23a).: 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

θ&&OO IM =∑  

 

θθ &&






 +=− 22

4

1
rmrmrmg  

 

0
5

4
=+ θθ

r

g&&   (M.A.S.) 

 

P5-22a 

 

 

P5-23 

P5-23a 
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r

X

Y

mg

θ

G

r

OX

O

Y
O

r

g
n 5

2=ω   (Unid. de velocidad angular) 

 
Luego: 
 

g

r
T

n

52
π

ω
π

==   (Unid. de tiempo) 

 
2).- Para el balanceo del disco alrededor 
del eje B-B: 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-23b): 
 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

θ&&OO IM =∑  

 

θθ &&






 +=− 22

2

1
rmrmrmg  

 

0
3

2
=+ θθ

r

g&&   (M.A.S.)     →    
r

g
n 3

2
=ω   (Unid. de velocidad angular) 

 
Luego: 

g

r
T

n 2

3
2

2
π

ω
π

==   (Unid. de tiempo) 

 
5-24.- En el cilindro de radio R se práctica, como se 
muestra, un orificio de radio R/4 para formar un 
cuerpo de masa m. Si éste rueda sin deslizamiento 
por la superficie horizontal, hallar el período de sus 
pequeñas oscilaciones. 
 
 

Solución 

 

1).- D.C.L.: 
 

P5-23b 

P5-24 
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mg
X

N

A ƒ

Y
G

θ

O

θ

2R

m

A

m tt

π
ρ ==  

 
2

211 4
* 








==

R

R

m
Am t π

π
ρ  

 

161
tm

m =  

 
2).- Cálculo de la posición del centro de masa respecto a O: 
 

( )
( )jisen

R

m

m
jisen

R

r

t

t

G θθ
θθ

cos
30

16

116
16

cos
2 +

−
=








 −

+−
=  

 
3).- Cálculo del momento de inercia de masa, respecto a A: 
 

22
22

2 482.0
32

81

16

1

2

1

242

1

162

1
RmRm

RRm
RmI tt

t
tO =















 +
−=




















+








−=  

 
22

3016

15

3016

1
1 








−=
















−−=

R
mI

R
mII tOtOG  

2

3016

15








−+=

R
RmII tGA  

 









−








++








−=

308

15

3016

15

16

15

3016

15
2

2
2

R
Rm

R
mRm

R
mII ttttOA  

 

2222 357.1
240

15

16

15
482.0 RmRmRmRmI ttttA =−+=  

 
4).- Relaciones cinéticas: 
 

5-24a 
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Ke
m

X

µ = 0

θθθ &&&&& 2357.1
30

*
16

15
RmIsen

R
gmHM tAtAA −=−=→=∑  

 
Para 0≅θ : 
 

0
023.0

0
357.1*30*16

15
=+→=+ θθθθ

R

g

R

g &&&&  

 
Donde: 
 

g

R

g

R
T 43.41

023.0
2 == π   (Unid. de tiempo) 

 
5-25.- La tolva de cemento tiene una masa total m = 5500 
kg y está siendo descendida a 1.2 m/seg cuando el tambor 
izador se detiene repentinamente. Hallar el 
desplazamiento descendiente adicional ∆h de la tolva y la 
frecuencia fn de la consiguiente vibración de la tolva para 
h = 12 m. La longitud del cable de acero de 25 mm de 
diámetro es L = 15 m entre la polea y el tambor. El 
módulo elástico del acero es E = 200 GPa. (Recuérdese 
que E = σ/ε, donde el esfuerzo σ es fuerza por unidad de 
superficie y la deformación ε es el alargamiento elástico 
por unidad de longitud). 
 
 
 

Solución 

 

1).- Se tiene el modelo discretizado (ver figura P5-2a): 
 
 
2).- Relaciones cinéticas.- Como la única fuerza 
que produce trabajo en el modelo discretizado es 
la fuerza elástica, la energía mecánica se 
conserva. 
 
Para una posición cualquiera: 
 

cteXKXmE eXM →+= 22

2

1

2

1 &  

 
Derivándole con respecto al tiempo: 

P5-25 

P5-25a 
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02*
2

1
2*

2

1
=+ eKXXmXX &&&&  

 

0=+ X
m

K
X e&&   (M.A.S.)        (1) 

 
a).- Cálculo del Ke, para los resortes en serie: 
 

21

21

KK

KK
K e +

=  

 
Si: 
 

L

AE
K

L

AE
P

AE

LP
=→








=→= 1δδ   y   

h

AE
K =2  

 

( ) ( )
602.1026363

27
2

025.0*102

11
*

2
11

2

==
+

=









+

=
πx

hL

AE

hL
AE

hL
AE

K e   N/m 

 
b).- Cálculo de la frecuencia circular natural y la frecuencia natural: 
 

712.25==
m

K e
nω   rad/seg 

092.4
2

==
π

ωn
nf    Hz 

 
c).- Solución de la ecuación diferencial (1): 
 

( ) ( )φω += tsencX nt          (2) 

 

( ) ( )φωω += tcX nnt cos&         (3) 

 

Para, 2.1,0,0 === XXt &  m/seg: 

 
En (2): 
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B

mg

b/2

A

T

G θ

b/2

Y

x

T

Z

X

h

Z
X

CD

Y

X
T

X

mg

h

B

β β

T

 
πφφ =→= senc0  

 
En (3): 
 

04667.0
712.25

2.12.1
cos12 ===∆=→=

n

n hcc
ω

πω  m 

7.46=∆h  mm 
 
5-26.- ¿Cuál es el radio de giro 
de la lancha rápida respecto a 
un eje que pase por su centro 
de masa, si se sabe que el bote 
oscilará alrededor de su eje 
vertical una vez por segundo? 
La masa del bote es de 5500 
kg. 
 
 
 
 
 
 

Solución 

 

Cuando se gira un pequeño ángulo, con respecto a un eje vertical que pasa por su centro de masa: 
 
1).- D.C.L.: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P5-26 

P5-26a 

 

A B 
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Si: 
 

βsenX 4=   y  θsenX 3=  
 
Luego: 
 

θβθβ sensensensen
4

3
34 =→=  

 
Para pequeños ángulos: 
 

θβ
4

3
=  

 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

2
coscos0

mg
TmgTTFY =→=+→=∑ ββ     (1) 

 

θθβθβθ &&&& 2cos3*cos3* GGG KmsenTsenTIM −=+→=∑  

 

θβ &&23*2 GKmT −=          (2) 

 
(1) en (2): 

0
4

9
3*

4

3
*

2
*2

2

2 =+→−= θθθθ
G

G
K

g
Km

mg &&&&   (M .A.S.) 

Donde: 
 

2

2

4

9

G

n
K

g
=ω           (3) 

Si: 
 

22 4
2

1 πω
π

ω
=→== n

n
nf        (4) 

(3)=(4): 
 

74773.081.9
4

3

4

3

4

9
4

2

2 ===→=
ππ

π gK
K

g
G

G

 m 
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mg

Y

X

θ

O

OX

O

Y

G

et

en

748.0=GK  m 

 
5-27.- El marco rectangular está construido 
de varillas delgadas uniformes y cuelga de 
una rótula (no representada) que encaja en la 
pequeña bola situada en O. Si se hace que el 
rectángulo se balancee alrededor del eje A-
A, hallar la frecuencia circular natural de las 
pequeñas oscilaciones. Despreciar el leve 
descentrado, la masa y el rozamiento de la 
bola. 

Solución 

 

1).- D.C.L. (representando al cuerpo en el 
plano en la figura P5-27a): 
 
Si, ρ es la densidad lineal 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

∑∑∑ += iiGiiiGO damIM α  

 
Donde: 
 

( )[ ] θρρ sen
b

gbbM O 2
222 +−=∑  

 

θρ senbgMO

23−=∑  

 

θ
ρ

θρα &&&&
612

1
2

3
2 b

bbI iiG =







=∑  

 

( ) θρθρθρθρ &&&&&&&& 33

2

5
2

2

1
**2

2
*

2
*2 bbbbb

bb
bdam iiGi =








+=+








=∑  

 
Luego: 

θρθρθρ &&&& 332

3

8

2

5

6

1
3 bbsenbg =








+=−  

 

Para ángulos pequeños: 

P5-27 

P5-27a 
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X Z o

θ

Y

θ

T
1

T
2

0
8

9
=+ θθ

b

g&&   (M.A.S.) 

 
Donde: 
 

b

g

b

g
n 22

3

8

9
==ω   (Unid. de velocidad angular) 

 
5-28.- Una pequeña esfera de 2.5 kg de masa se sostiene mediante 
dos cordones elásticos y tensos sobre un plano sin rozamiento. Si 
se necesita una fuerza de 225 N para producir un alargamiento de 
25 mm de cada cordón, ¿cuál será la frecuencia circular natural 
para pequeñas oscilaciones del cuerpo en dirección transversal? 
Además determinar la frecuencia circular natural del peso en la 
dirección de los cordones, también para pequeñas oscilaciones. 
Ignorar la masa de los cordones. La fuerza de tracción en los 
cordones en la configuración que se muestra es de 450 N. 
 
 
 

Solución 

 
1).- D.C.L., para el cuerpo en movimientos transversal 
y en la dirección de los cordones: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                (a)                 (b) 
 
2).- Cálculo del Ke, de la condición del problema: 

P5-28 

P5-28a 
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δ

L
θ

L

0009
025.0

225
025.0*225 ==→= ee KK   N/m 

 
3).- Para el movimiento transversal: 
 
En (a), la segunda Ley de Newton: 
 

XmsenTXmFX
&&&& =−→=∑ θ2      (1) 

 
Para pequeños ángulos: 
 

0
5.1

202 =







+→=+

X
TXmTXm &&&& θ  

 
Si: 
 

( )seKT δδ +=  

 

05.0
0009

450450
===

e

s
K

δ  m 

 

( )1secsec −=→=
+

θδθ
δ

L
L

L
 

 
Para ángulos pequeños: 
 

0=δ      →    eKT 05.0=  

 
Luego, en (1): 
 

024000009*05.0*
5.1

2
5.2 =+→=+ XXXX &&&&   (M.A.S.) 

 
Donde: 
 

492.15240 ==nω   rad/seg 

 
4).- Para el movimiento en la dirección de los cordones: 
 
En (b), la segunda Ley de Newton: 

P5-28b 
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θθ

L.R.
θ

A

θB
H = L (1-cosθ)

Ao BoGo

Gθ

L (1-cosθ)

L h

2

2

O C

YmTTYmFY
&&&& =−→=∑ 21  

 

( ) ( ) YmYKYmYKYK esese
&&&& =−→=+−− 2δδ  

 

072000
5.2

0009*2
=+→=+ YYYY &&&&   (M.A.S.) 

 
Donde: 
 

853.842007 ==nω   rad/seg 

 
5-29.- El Bloque de masa M está suspendida 
mediante las dos varillas delgadas uniformes de 
masa m cada una. Hallar la pulsación natural ωn 
de las pequeñas oscilaciones del sistema. 
 

Solución 

 

Las únicas fuerzas que producen trabajo son los 
pesos, por lo que la energía mecánica se conserva. 
 
1).- Diagrama para un instante cualquiera ( L=l ): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2).- Por conservación de la energía mecánica, si las barras OA, BC tienen movimiento alrededor de ejes 
fijos y el bloque en movimiento de traslación. 
 
a).- Energía mecánica para un θ (pequeña) cualquiera: 

P5-29 

P5-29a 
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( ) ( )θθθ cos1
2

cos1
2

22 −+





+−=+= l
ll

MgmgMgHhmgU  

 

( )[ ] ( )θθθ cos1cos1 −++−= lll MgmgU  

 

( ) 







+=+








= MmMmEK 2

1

3

1

2

1

3

1
*

2

1
2 22222

l&&l&l θθθθ  

 

( ) ( ) cte
mM

mMgmgEM →







+++−+=

32
cos1 22

l&ll θθθ    (1) 

 
b).- Derivando (1) respecto al tiempo: 
 

( ) θθθθ &&&l&l 2*
32

0 2








+++=
mM

sengmM  

 
Para ángulos pequeños: 
 

( ) ( ) 03
2 =+++ θθ mMgmMl&&      →      0

3
2

=










+

+
+ θθ

mM

mMg

l
&&    (M.A.S.) 

 
Donde: 
 












+

+
=

mM

mMg
n

3
2l

ω  (Unid. de aceleración angular) 

 
 
5-30.- Calcular el índice de 
amortiguamiento η del sistema 
representado, si la masa y el radio de giro 
del cilindro escalonado son m = 9 kg y KG 
= 140 mm, la constante del resorte es K = 
2.6 KN/m y el coeficiente de 
amortiguamiento del cilindro hidráulico es 
C = 30 N-seg/m. El cilindro rueda sin 
deslizamiento sobre su radio r = 150 mm 
y el resorte resiste tanto a la tracción 
como a la compresión así como el eje del 
cilindro está fijo respecto a la barra. 

P5-30 
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ƒ

Solución 
 

1).- D.C.L. (ver figura P5-30a): 
 
 
 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

kIjrxjkHkM AAGAA αωρ =+=∑
44 844 76

&

0

2  

 

( )
r

X
rmKmrXCrXK G

&&
& 22 +=−−  

 

( ) 06002*15.030*15.015.014.09* 2222 =+++ XXX &&&  

 

039.154781.1 =++ XXX &&&        (Mov. libre amortiguado) 

 
Donde: 
 

39.154,781.1,1 === efefef KCm   y 425.12=nω   rad/seg 

 
Luego: 
 

07167.0
425.12*2

781.1
781.12 ==→= ηωη n  

 

0717.0=η  

 
5-31.- Estudiar el caso de amortiguamiento de 
Coulomb para el bloque de la figura, en la que 
el coeficiente de rozamiento cinético µc y cada 
resorte posee una rigidez K/2. El bloque se 
separa una distancia X0 de la posición neutra y 
luego se suelta. Encontrar y resolver la 
ecuación diferencial del movimiento. 
Representar gráficamente la oscilación 
resultante e indicar la velocidad de 
decrecimiento “r” de la amplitud por unidad de 
tiempo. 
 

P5-30a 

P5-31 
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Solución 

 
1).- D.C.L.: 
 
 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 
 

XmFFXmF deX
&&&& =−−→=∑ 2  

 

0
2

2

=









++
m

K

X
m

C
X e &&&  

 

0=++
m

K
X

m

C
X e &&&   (Mov. libre amortiguado) 

 
Donde: 

21', ηωωω −== nn
m

K
  y   

m

C

n

e

ω
η

2
=  

 
La solución de la ecuación diferencial sería: 
 

( ) ( )tCtsenCeX
t

t
n 'cos' 21 ωωωη += −

       (1) 

 

( ) ( ) ( )tsenCtCetCtsenCeX
tt

nt
nn '''cos''cos' 2121 ωωωωωωωη ωηωη −++−= −−&   (2) 

 

Para, t = 0 , 0XX =   y 0=X& : 

 
En (1): 
 

20 CX =  

 
En (2): 
 

02

0
110

1'
'0 X

X
CCX n

n

η

η
ω

ωη
ωωη

−
==→+−=  

P5-31a 
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Luego: 
 

( ) 







+

−
= −

tXtsenXeX
t

t
n 'cos'

1 002
ωω

η
ηωη

 

 

Si: 
 

2

0
02

2
2
2

2
1

1
1

1
'

ηη
η

−
=














+

−
=+=

X
XCCC       y    













 −
=








= −−

η

η
φ

2
1

1

21 1
' tg

C

C
tg  

 

( ) ( )''
1

'

2

0 φω
η

ωη +
−

=∴ −
tsene

X
X

t

t  

 
3).- Determinación de la razón de caída: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Para la determinación de la razón de caída en el amortiguamiento de Coulomb, recurrimos a igualar el 
trabajo realizado y el cambio de energía cinética, escogiendo un medio ciclo, que arranca de la posición 
extrema con velocidad igual a cero y amplitud X1, por lo que el cambio de energía cinética será igual a 
cero, luego también el trabajo lo será. 
 

( ) ( ) ( ) dd FXXKXXFXXK =−→=+−− −−− 1111
2
1

2
1 2

1
0

2

1
 

 

P5-31b 

X1 – X2 

C’ 
θ 

ω' t 

 

 

η 

η 
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Repitiendo este procedimiento, para el próximo medio ciclo, se encuentra un ulterior  decrecimiento de la 
amplitud 2Fd/K, así la caída de la amplitud por ciclo es constante e igual a: 
 

K

F
XX d4

21 =−   y   r
dt

dA

T

XX
tg m ==

−
= 21θ  

 
Luego: 
 

π
ωµ
2

'
*

44

K

mg

tK

F
r cd ==    →   

K

mg
r c

π
µ2

=  

 
5-32.- Una viga ménsula de longitud L tiene 
un motor eléctrico A de 100 N de peso fijado 
en su extremo libre. Dicho extremo desciende 
12 mm cuando se fija el motor. Si el centro de 
masa del rotor está a una distancia de 2 mm 
del eje de rotación del mismo, ¿cuál será la 
amplitud de vibración del motor cuando éste 
esté girando a 1750 RPM?. El rotor pesa 40 N. 
Ignorar la masa de la viga y la fricción 
molecular en está. 
 

Solución 

 
1).- Cálculo del Ke y de la fuerza perturbadora sinusoidal: 
 

33.3338
12.0

100
==eK   N/m 

 
Si: 

26.183
30

*1750* ==
π

ω   rad/seg 

 

877.27326.183*002.0*
81.9

40 2
0 === nGarmF  N 

 
Luego: 
 

( ) tsenF t 26.183877.273=  

 
2).- Para el motor en funcionamiento: 
 

P5-32 
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a).- Modelo discretizado y D.C.L. (ver figura P5-32a): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

( )
( )

m

F
X

m

K
XXmFXKXmF

te
teX =+→=+−→=∑ &&&&&&  

 

tsenXXtsenXX 26.18387.265.81726.183
193.10

877.273

193.10

33.3338
=+→=+ &&&&  

 
Donde: 
 

59.28=nω   rad/seg 

 
Luego: 
 

4
22

*
2

0

0 102.8
26.1835.817

87.26 −−=
−

=
−

= xm
F

X
n ωω

 m 

 

82.00 −=X   mm 

 

nωω >>*  La masa permanece esencialmente estacionaria, debido a su inercia (no puede reaccionar con 

suficiente rapidez), además 
0

0

δ
X

 es negativa y la oscilación está en oposición de fase (desfasado 180°) 

con la fuerza. 
 

P5-32a 
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Fe
θ

θ
θ

θ
θ

θ

θ

δ= senθ

 
5-33.- Dos esferas de M = 2 kg de masa cada una están 
soldadas a una barra ligera que está articulada en el punto B. 
Una segunda barra ligera AC está soldada a la anterior. Se 
aplica una perturbación en el punto A igual a F = F0 sen ωt. En 
el otro extremo C, se encuentra un muelle recuperador que 
cuando AC está horizontal no presenta deformación. ¿Cuál es 
el ángulo de rotación del sistema 10 seg después de la 
aplicación de la carga sinusoidal? El sistema está estacionario 

en el instante t = 0. Tomar: ω = 13 rad/seg, ℓ = 300 mm, K = 7 

N/m, F0 = 10 N y a = 100 mm. 
 
 

Solución 

 

1).- D.C.L.: 
 
 
 
 
 
 
 
 
2).- Relaciones cinéticas: 
 

ZOB HM &=∑  

 
} }

θθθθθ &&l
2

11

2coscos MsenMgsenMgFF e −=+−+−  

 

( ) tsentsenFaaaKM 1310*1.01.0*00073.0*2*22 22
0

2 =+→=+ θθωθθ &&&&l  

 

tsen137036.0 =+ θθ&&  

 

tsen 137778.2444.194 =+ θθ&&  (Mov. forzado no amortiguado)   (1) 

 
Donde: 
 

9443.13=nω  rad/seg, 1=efm  kg, 7778.20 =efF  N, 444.194=efK  N/m  y 13* =ω  rad/seg 

 
Solución de la ecuación diferencial (1): 

P5-33 

P5-33a 

l=l  
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( ) CPt θθθ +=  

 
a).- Solución particular: 
 

tsenDP 13=θ  

 
Si: 

10917.0

9443.13

13
1

444.194
7778.2

1
2

*

0

0 =









−

=









−

==

n

ef

ef

K

F

D

ω
ω

θ  rad 

 

tsenP 1310917.0=θ         (2) 

 
b).- Solución complementaria: 
 

( )φωθ += tsenc nC   

 
Luego: 
 

( ) ( )φθ ++= tsenctsent 9444.131310917.0      (3) 

 

( ) ( )φθ ++= tctt 9444.13cos9444.1313cos4192.1&      (4) 

 

Para, t = 0, °= 0θ   y  0=θ&  en (3) y (4): 
 

0010917.00 =→+°= φφsencsen  
 

1018.0
9444.13

4192.1
0cos9444.130cos4192.10 −=

−
=→°+°= cc  

 

( ) tsentsent 9444.131018.01310917.0 −=∴ θ      (5) 

 
3).- Cálculo del ángulo de rotación, para t = 10 seg, en (5): 
 
 

( ) 444.1391018.013010917.010 sensen −=θ  
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θ

θ

( ) 19694.00954.010154.010 −=−−=θ    rad 

 

( ) °−≅°−= 28.112838.1110θ  

 
5-34.- La lenteja de 1.2 kg de un péndulo simple de 

longitud ℓ = 600 mm cuelga de una corredera C de 

1.4 kg. Éste ejecuta un movimiento forzado según la 
relación XC = δm sen ωf t, con una amplitud  δm = 10 
mm y una frecuencia ff = 0.5 Hz. Hallar la amplitud 
del movimiento. 
 

Solución 

 

1).- D.C.L. (ver figura P5-34a): 
 
 
 
 
 
2).- Relaciones cinemáticas: 
 
Si: 
 

πω
π

ω
=→=== *

* 5.0
2

1

T
f f  rad/seg 

 

tsenX C π01.0±=  , tX C ππ cos01.0±=&  

 

tsenX C ππ 201.0m&& =  

 

( ) ( )jisenjisenxkaa CP θθθθθθ coscos 2 −−−−−+= l&l&&  

 

( )jisenjseniiaa CP θθθθθθθ coscos 2 −−−−+= &l&&l&&l  

 
Para ángulos pequeños: 
 

( )[ ] ( ) jiaa CP

22 θθθθθθ &&&l&&&l +−+++=  

 
3).- Relaciones cinéticas: 
 

P5-34 

P5-34a 
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( )[ ]θθθθ 2&&&l −+=→=∑ CXPX amsenTamF     (1) 

 

( )[ ]2cos θθθθ &&&l +−+=→=∑ gmTamF YPY     (2) 

 
(1) ÷ (2): 
 

} ( )
( )

}

θθθθθθθθ
θθθ

θθθ
θ

θ

l&&&ll&&&&l
&&&l

&&&l 22

0

2

2

2

++=+−−→
+−+

++
= C

C ag
g

a
tg  

 

tsen
g

ag C π
π

θθθθ
ll

&&&&l
201.0+

=+→−=+  

tsen πθθ 1645.035.16 =+&&   (Mov. forzado no amortiguado) 

 
Donde: 
 

0435.4=nω  rad/seg, 1=efm  kg, 35.16=efK  N/m  y  1645.00 =efF  N 

 
Luego: 
 

0254.0
35.16

1645.0
20 =

−
=

π
θ  rad 

 
Por lo tanto: 
 

02523.00254.0*6.001.00 =+=+=
máx

C
PmáxC XXX  m 

 

23.250 =X   mm 

 
 
5-35.- Un péndulo B de peso w está suspendido de un vehículo A 
que sigue un movimiento XA = δ sen ωt. Si δ es muy pequeña, 
¿cuál debería ser ω para que el péndulo B tenga una amplitud de 
movimiento igual a 1.5 δ? 
 

Solución 

 
1).- D.C.L. (ver figura P5-35a): 
 
 P5-35 
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θ

θ

A
 
 
 
 
 
 
2).- Relaciones cinemáticas: 
 

tsenX A ωδ±= , tX A ωωδ cos±=&  
 

tsenX A ωωδ 2m&& =  

( ) ( )jisenjisenxkaa AB θθθθθθ coscos 2 −−−−−−= l&l&&  

 

( ) ( ) jsenisenaa AB θθθθθθθθ coscos 22
l&l&&l&l&& +++−−=  

 
Para θ pequeños: 
 

( ) jitsenaB θθθωωδ &&ll&& +−= 2  

 
3).- Relaciones cinéticas: 
 

( )l&&&& θωωδθ −=→=∑ tsenmsenTXmF BX

2  

 

( )gmTYmF BY +=→=∑ θθθ &&l&& cos  

   
}

g

tsen
tg

+

−
=

θθ

θωωδ
θ

θ

&&l

l&&
2

 

}

tsen
g

tseng ω
ωδ

θθωωδθθθ
ll

&&&l&&
2

2

0

2 =+→=+  

Para, ℓ = 1 m: 
 

tseng ωωδθθ 2=+&&  
 

Donde: 
 

gn =2ω  (rad/seg)2, 1=efm  kg, gK ef =  N/m  y    2
0 ωδ=efF  N 

 

La amplitud angular es: 

P5-35a 
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θ

2

2

2
*

2

0

0 ω
ωδ

ωω
θ

−
=

−
=

g

F

n

ef
  rad 

 
4).- Cálculo de la velocidad angular: 
 

Si: 
}

00

1

0 θδθδ +=+=+= l
máx

A
BmáxA XXX  

 
Se sabe, que: 
 

( ) 222

2

2

5.15.1 ωωω
ω

ωδ
δδ +−=−→

−
+= gg
g

 

 

8083.1
5.1

5.02 =→= ωω
g

  rad/seg 

 
5-36.- Una barra de longitud L y peso w está 
suspendida de un soporte ligero en el punto A. Este 
soporte recibe un movimiento XA = δ sen ωt, donde δ 
es muy pequeña comparado con L. ¿A qué frecuencia 
ω, debería A moverse si la amplitud del movimiento 
del extremo B, debe ser igual a 1.5δ? 
 

Solución 

 

1).- D.C.L. (ver figura P5-36a): 
 
 
 
2).- Relaciones cinemáticas: 
 

tsenX A ωδ±= ,  tX A ωωδ cos±=&  
 

tsenX A ωωδ 2m&& =  
 

itsenaA ωωδ 2
m=  

 

3).- Relaciones cinéticas: 
 

AAGAA amxkIkM ρα +=∑  

P5-36 

P5-36a 
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( ) ( )itsenxjisen
L

kIksen
L

mg A ωωδθθθθ 2cos
22

−−−+−= &&  

tsen
LmL

g
tsen

L
Lm

L
mg ω

ωδ
θθωωδθ

2

3

2

3

23

1

2

2
22 −=+→−−= &&&&  

Donde: 
 

Lm
Fy

L

g
Km

L

g
efefefn 2

3

2

3
,1,

2

3 2

0

ωδ
ω ====  

 
Luego: 

2

2

2

2

0 23

3

2

3
2

3

ω
ωδ

ω

ωδ
θ

Lmw

l

g
Lm

−
=









−

=  

 
4).- Cálculo de la velocidad angular: 
 
Si: 

δ
ω

ωδ
δ 5.1

23

3
2

2

0 =
−

+=+=
Lmw

XXX
máx

A
GmáxA  

 








 +
=→+−=−

g

Lwg
wLmwLmw

3
5.132335.4 2222 ωωωω  

 

Lwg

gw

+
=

3

5.1
ω   (Unid. de velocidad angular) 

 
5-37.- Un sólido rígido A descansa sobre un muelle de rigidez K 
igual a 8.8 N/mm. Un taco de plomo B cae sobre el bloque A con una 
velocidad de impacto de 7 m/seg. Si el impacto es perfectamente 
plástico, ¿cuáles serán la frecuencia circular natural y la amplitud del 
movimiento del sistema, suponiendo que el taco de plomo queda 
pegado a A durante todo el tiempo? Tomar wA = 134 N y wB = 22 N, 
¿cuál será la distancia recorrida por A en 20 mseg? (Precaución: 
tener cuidado con las condiciones iniciales). 
 
 
 

Solución 
P5-37 
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δS

1).- Condiciones iniciales del movimiento.- Cálculo de la velocidad de los bloques A y B, un instante 
después del choque complemente plástico, por conservación de la cantidad de movimiento en la 
dirección vertical. 
 

}
( )VmmVmVm BAAABB +=+

0

 

 

987.07*
22134

22
=

+
=

+
= B

BA

B V
mm

m
V  m/seg 

 
2).- Cuando el cuerpo A se encuentra en equilibrio (ver 
figura P5-37a): 
 
 
 

0=∑ YF  

0=− sA Kw δ  

 
 
3).- Cuando el sistema se encuentra en movimiento: 
 
a).- D.S.F. (ver figura P5-37b): 
 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

∑ = YmF tY
&&  

 

( ) =+−+ sBA YKww δ ( )Ymm BA
&&+  

 

( ) ( )YmmYKwKw BABsA
&&

48476
+=−+−

0

δ  

 

228008
81.9

22134
=+







 +
YY&&  

 

386.146.553 =+ YY&&   (Mov. forzado sin amortiguamiento)    (1) 

 
Donde: 

P5-37a 

P5-37b 

WA + WB 
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526.2346.553 ==nω   rad/seg  

 
La solución de la ecuación diferencial, está conformado por una solución complementaria y otra 
particular. 
 

( ) PCt YYY +=  

 

( )φω += tsencY nC  

 

Para, PY  (función polinómica): 

 

0AYP =  

 
En (1): 
 

3
00 105.2384.146.553 −=→= xAA  m2/N seg2 

 
Luego: 
 

( ) ( ) 3105.2 −++= xtsencY nt φω        (2) 

 

( ) ( )φωω += tcY nnt cos&         (3) 

 

Para, t = 0, 0=Y  y  987.0==VY&  m/seg; en (2) y (3): 
 

3105.20 −+= xsenc φ                 →                     3105.2 −−= xsenc φ    (4) 

 

φφω cos526.23cos987.0 cc n ==       →      04195.0cos =φc     (5) 

 
(4) ÷ (5): 
 

06.00596.0 −=→−= φφtg   rad  y  042.0=c  m 

 
En (2): 
 

( ) ( ) 3105.206.0526.23042.0 −+−= xtsenY t   m     (6) 

 

4).- Cálculo del Ymáx.- Esto se da cuando 0=Y& , luego en (3): 
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( )06.0526.23cos526.23*042.00 −= t  

 
Esto se da, si: 
 

( ) 06932.057.1
2

06.0526.23006.0526.23cos =→==−→=− ttt
π

 seg 

 
En (6): 
 

( ) 0445.0105.257.1042.0 3 =+= −xsenYmáx  m    →    5.44=máxY  mm 

 
5).- Cálculo de la distancia recorrida por el sistema, en donde está A; en 20x10-3 seg: 
 
En (6): 
 

( ) ( ) 533

102
1019.4105.206.01020*526.23042.03

−−− =+−=− xxxsenY
x

 m 

 

5.44=máxY  mm 

 
 
5-38.- El cilindro A de radio r, 
masa m y radio de giro K0 es 
accionado por un sistema de cable 
y resorte unido al cilindro motor B, 
que oscila como indica. Si los 
cables no resbalan en los cilindros 
y si ambos resortes se tensan hasta 
el punto de no aflojarse durante un 
ciclo, hallar la expresión de la 
amplitud máxima θmáx de la 
oscilación estacionaria del cilindro 
A. 
 

Solución 

 
1).- D.C.L. del cilindro A (ver figura P5.38a): 
 
 
 
 
 
 
 

P5-38 

P5-38a 
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2).- Relaciones cinéticas: 
 
a).- Cuando el sistema se encuentra en equilibrio estático: 
 

SSSSSO KKTTM δδδδδ ==→=+−→=+−→=∑ 212121 000  

 
b).- Cuando el sistema está en movimiento: 
 

Si:  φθδ 0rr −=  

 

θθ &&&& 2
02100 KmrTrTIM =+−→=∑  

 

( ) ( ) θδθδδδδ &&&& 2
0

2
0 2 KmrKKmrKrK SS =−→=−++−  

 

( ) φθθθφθ 0
22

0
2
00 222 rrKrKKmKmrrrK =+→=−− &&&&  

 

t
Km

rrK

Km

rK
ωφθθ cos

22
02

0

0
2
0

2

=+&&   (Mov. forzado sin amortiguamiento) 

 
Donde: 
 

m

K

K

r
n

2

0

=ω   (Unid. de velocidad angular) 

 
3).- Cálculo de la expresión de la amplitud máxima θmáx estacionaria (se da en la solución particular): 
 

Si: tDP ωθ cos=  

 
Derivándole dos veces respecto al tiempo y reemplazando en la ecuación diferencial: 
 

t
Km

rrK
tDtD n ωφωωωω cos

2
coscos 02

0

022 =+−  

 

( )
2

022
0

0

2
0

0022

1

2

2









−

=→=−

n

n

n

Km

rrK

D
Km

rrK
D

ω
ω

φ
ωφ

ωω  
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−









==

n

máx

r
r

D

ω
ω

φ
φ

1

0
0

  rad 

 
 
5-39.- Una plataforma de 222 N de peso comprime el muelle 50 
mm cuando se coloca cuidadosamente sobre éste. Un motor de 22 
N de peso está fijado sobre la plataforma y hace girar una masa 
excéntrica m que pesa 1 N. La masa m se desplaza 150 mm 
respecto a su eje de rotación y gira con una velocidad angular de 
28 rad/seg. El amortiguamiento viscoso que está presente produce 
una resistencia al movimiento de la plataforma de 275 N/(m/seg), 
¿cuál será la amplitud estacionaria del movimiento de la 
plataforma? 
 
 

Solución 

 
1).-Cálculo del Ke, cuando el motor todavía no esta montado: 
 

SePY KgmF δ=→=∑ 0  

 

4440
05.0

222
===

S

P
e

w
K

δ
  N/m 

 
2).- Modelo discretizado, cuando el 
motor está funcionando (ver figura 
P5-39a): 
 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-39b): 
 
 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

XmFX
&&=∑  

 

XmtsenFXCXKe
&&& =+−− *0 ω  

 

P5-39 

P5-39a 

P5-39b 

F0 sen ω` t 

F0 sen ω` t 
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tsen
m

F
X

m

K
X

m

C
X

tt

e

t

*
0 ω=++ &&&  

 
Donde: 
 

873.24
81.9

244
==tm   kg,  28* =ω   rad/seg   y 988.1128*15.0*

81.9

1 2
0 === namF  N 

 

tsenXXX *873.24

988.11

873.24

4440

873.24

275
ω=++ &&&  

 

tsenXXX 28482.0507.178056.11 =++ &&&     →   36.13=nω   rad/seg 

 
Luego: 

( ) ( ) ( )
4

22222

*22
*

2

0

0 100876.7
28*056.112836.13

482.0 −=
+−

=









+−

= x

m

C

m
F

X

t

n

t

ω
ωω

 m 

 

709.00 =X   mm 

 
5-40.- En la figura se ilustra los 
elementos que componen la suspensión 
trasera tipo “eje oscilante” de los 
automóviles. El diferencial D está unido 
rígidamente al chasis del vehículo. Los 
semiejes están articulados en sus 
extremos interiores (punto O del 
semieje representado) y están unidos 
rígidamente a las ruedas. Otros 
componentes de la suspensión, que no 
se representan, limitan el movimiento 
de la rueda al plano de la figura. El 
conjunto de rueda y neumático tiene 
una masa M = 45 kg y su momento de 
inercia respecto a un eje diametral que 
pase por el centro de masa G es 1.4 kg 
m2. La masa del semieje es 
despreciable. 

P5-40 

ℑ 
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δ

δ +

θ

 La constante del resorte y el coeficiente de amortiguamiento son K = 8.75 KN/m y C = 2 600 N seg/m 
respectivamente. Si se presenta un desequilibrio estático en la cubierta de la rueda, como el que supone la 
masa adicional concentrada m = 0,25 kg que se indica, hallar la velocidad angular ωn cuyo efecto sería 
excitar el sistema de suspensión a su frecuencia natural no amortiguada. ¿Cuál sería la correspondiente 
celeridad v del vehículo? Hallar el índice de amortiguamiento η. Suponer pequeñas oscilaciones y 
despreciar los efectos giroscópicos y las vibraciones del chasis. Para eludir las complicaciones asociadas 
con la fuerza normal variable que la calzada ejerce sobre la rueda, se tratará al vehículo como si estuviera 
despegado del suelo con la rueda suspendida libremente en el aire. 
 

Solución 

 

1).- Discretizando al sistema: 
 
a).- Sistema en equilibrio (ver 
figura P5-40a): 
 
 
 
 
 

( ) ( ) MgKgMKM SS 8.06.008.06.000 =→=+−→=∑ δδ                            (1) 

 
b).- Sistema con movimiento 
alrededor del punto fijo “O” 
(ver figura P5-40b): 
 
 
 
 
 
 
 
c).- Relaciones cinéticas: 
 

θ&&00 IM =∑  

 

( ) ( ) ( ) θδ &&&
08.0*6.06.0*8.0* IMgYCYKmg S =+−+−                                                        (2) 

 
(1) en (2): 
 

962.16.06.00 =++ YKYCI &&&θ  

 
Si: 

P5-40a 

P5-40b 
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θ&& 6.0=Y   y   θ6.0=Y   

 

( ) 962.16.06.0 222 =+++ θθθ KCLMIG
&&&  

 

( ) 962.17508*36.06002*36.08.0*454.1 2 =+++ θθθ &&&  

 

962.13.10499.30 =++ θθθ &&&   (Mov. forzado amortiguado) 

 
Donde: 
 

21.103.104 ==nω   rad/seg 

 

5176.1
21.10*1*2

99.30

2
===

nef

ef

m

C

ω
η   (Mov. sobre amortiguado) 

 
2).- Cálculo de la velocidad del vehículo (ver 
figura P5-40c): 
 

5735.335.0*21.10 === rV nG ω   m/seg 

 

865.12
1000

3600
*5735.3 ===VVG   km/hr 

 
 
5-41.- Un cilindro de madera de radio r y peso 
especifico s, está sumergido parcialmente en un 
baño de agua destilada de peso especifico igual a 
64.4 lb/pie3, como se muestra en la figura. Si el 
cilindro se hunde ligeramente y luego se deja en 
libertad, encuentre la frecuencia circular natural de 
oscilación del cilindro si éste permanece vertical 
todo el tiempo ¿Cuál será la frecuencia circular 
natural si se utiliza agua salada de peso específico 
1.2 veces del agua destilada? 
 
 

Solución 
 
1).-  Por el principio de Arquímedes: 
 

P5-40c 

P5-41 
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Ke
m

mg

N

Fe

X

Si, X (en pies) es el desplazamiento del cilindro, 
entonces el peso del agua desplazado es 

( )4.642 XrwA π= , que viene a ser la fuerza 

restauradora (empuje) y la masa del cilindro es 

g

shr
mC

2π
= . 

 
2).- Modelo discretizado (ver figura P5-41a), 
donde: 

XrwEFe

Ke

A

48476
24.64 π===  

3).- D.C.L. y relaciones cinéticas (ver figura P5-
41a): 
 

0=+ XKeXmC
&&  

 

04.64 2
2

=+ XrX
g

shr
π

π &&  

 

0
4.64

=+ X
sh

g
X&&  

 

shsh

g
n

53.454.64
==ω   rad/seg 

4).- Para el agua salada.-  
 

La fuerza restauradora es: ( )Xr 24.642.1 π  

 
Luego: 
 

( ) 04.642.1 2
2

=+ XrX
g

sr
π

π &&  

 

shsh

g
N

88.4928.77
==ω   rad/seg 

 

P5-41a 

P5-41b 
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Y

m

K

δc(f)

N

W

Fe

5-42.- El bloque de 80 libras está 
unido a un resorte, cuyo extremo 
experimenta un desplazamiento 
periódico de apoyo δA = (0.5 sen 8 t) 
pies, donde t se expresa en segundos. 
Determine la amplitud del 
movimiento del estado estacionario 
 
 

Solución 

 
1).- Modelo discretizado (ver figura P5-42a): 

 
 
 
 
 
 

2).- Para el Bloque en movimiento (ver figura P5-42b): 
 
a).- D.C.L.: 
 

)( )(tYKFe δ−=  

 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

( ) YmYKYmFeYmF tY
&&&&&& =−−→=−→=∑ )(δ  

 

tsenYY
m

K
Y

m

K
Y t 85.0*

2.32
80

15

80

2.32*15
)( =+→=+ &&&& δ  

 

tsenYY 8
484.2

5.7
038.6 =+&&  

 
Donde: 
 

457.2038.6 ==nω   rad/seg 

 

256.3
457.2

8* ===
nω

ω
µ  

 

P5-42 

P5-42a 

 ℑ 

 δ (t) 

P5-42b 
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052.0
256.31
15

5.7

1 2

0

0 −=
−

=
−

=
µ
K

F

Y   pies 

 

624.00 =Y   plg 

 
5-43.- Un bloque B de 1,5 kg está unido mediante una cuerda a un bloque A 
de 2 kg, que cuelga de un muelle de constante de 3000N/m. Sabiendo que se 
corta la cuerda estando el sistema en reposo. Hallar: a) La frecuencia, la 
amplitud y la velocidad máxima del movimiento siguiente y b) La velocidad 
del bloque A, 0.3 seg después de cortarse la cuerda. 
 

Solución 

 
1).- D.S.F. del sistema en equilibrio estático y relaciones cinéticas (ver figura 
P5-43a): 
 
 

gmgmKF BASV +=→=∑ δ0  

 

gmKgm ASB −= δ  

 
 
2).- D.C.L, cuando el cuerpo A está en movimiento (Ver figura 
p5-43b): 
 

)( YKFe S −= δ  

 
3).- Relaciones cinéticas: 
 
a).-  
 

( ) YmgmYKYmF AASY
&&&& =−−→=∑ δ  

 

( ) YmYKgmK A

gm

AS

B

&&
4484476

=−−δ  

 

358.71500* =→=+ YYg
m

m
Y

m

K
Y

A

B

A

&&&&  

 

P5-43 

Fes = K (δS-Y) 

(mA + mB) g 

P5-43b 

P5-43a 

mA g 

Fes = K δS 

Y 

P.E. 
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Donde: 
 

73.381500 ==nω   rad/seg     →   16.6=nω   R.P.M. 
 

b).- Solución de la ecuación diferencial: 
 

( ) PCt YYY +=  

 

( )φω += nC sencY  
 

3
00000 10905.43575.715000, −=→=→=== xAAYYAYP

&&&  

 
Luego: 
 

( ) ( ) 310905.4 −++= xtsencY nt ω        (1) 

 

( ) ( )φωω += tcY nnt cos&         (2) 

 

Para: 0,0 == Yt  y 0=Y&  en (1) y (2): 

 
33 10905.410905.40 −− −=→+= xsencxsenc φφ  

2
cos0

π
φφω =→= nc   

 
310905.4 −−= xc   m   →   9.4=c  mm  (amplitud) 

 

( ) 







+







+−= − 1

2
73.3810905.4 3 π

tsenxY t   m 

 

c).- Para la velocidad máxima ( ) 1cos =+ φω tn : 

 

19.01899.073.38*10905.4 max
3

max ≅→−=−= − YxY &&   m/seg 

 
d).- Cálculo de la velocidad De A después de 0.3 seg de cortarse la cuerda: 
 

















+−= −

π
π 180

*
2

3.0*73.38cos73.38*10905.4 3
3.0 xY&  
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↓= 154.03.0Y
&   m/seg 

 
5-44.- Un ensamblaje de tres barras 
ABCD, recibe una ligera perturbación 
de forma que oscile en el plano YX. 
¿Cuál será la frecuencia de oscilación, si 
la barra tiene una masa de 5 g/mm? 
 
 
 
 

Solución 

 
Las únicas fuerzas que producen trabajo son los pesos, por lo que la energía mecánica se conserva. 
 
1).- Diagrama para un instante cualquiera, respecto a la posición de equilibrio; si BC tiene un 
movimiento de traslación, AB y DC tienen movimiento de rotación alrededor de sus ejes fijos 
correspondientes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2).- Por la conservación de la energía mecánica.- Cálculo de la energía mecánica para un instante 
cualquiera: 
 
Si 5=ρ  gr/mm  o  5=ρ   kg/m 

 

( ) ( ) ggHgmhgmU BCBCABg θθθ cos1*5cos2
2

*5*22 −+−=+= ll
l

l  

P5-44 

( ) h=− θcos2
2

l  

( ) H=− θcos1l  

( )θcos1
2

−
l  

θcos
2

l  

θcosl  

2

l  

l  l  

l  l  

L.R. 

C 1 

C 2 

B 1 

B 2 

G 1 

G 2 

θ θ 

A B 

P5-44a 
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( ) ( ) ggU g θθθ cos13.0*5.0*5cos23.0*5 2 −+−= θcos772.111865.16 −=  

 

( ) 2223222 3.0*5.0*5*
2

1
3.0*5*

3

1

2

1

3

1
*

2

1
2 θθθθθ

&&&l&l +=+







= BCAB mmEk  

 
21575.0 θθ
&=Ek  

 

Luego: 
 

θθθ cos772.111865.161575.0 2 −+= &EM       (1) 
 

Derivando (1) respecto al tiempo: 
 

( ) 0772.112*1575.00 =+→=+ θθθθθθ
&&&& senUEk

dt

d
g  

Para ángulos pequeños 0≅θsen : 

 

037.37 =+ θθ &&&   (MAS) 

 
Donde: 
 

113.637.37 ==nω   rad/seg 

 

973.0=nf   Hz 

 
5-45.- La barra tiene una masa de 8 kg y está suspendida 
por dos resortes de tal manera que cuando se encuentra en 
equilibrio, éstos forman un ángulo de 45º con respecto a la 
horizontal como se ilustra. Determine el periodo natural 
de vibración si la barra se estira abajo una pequeña 
distancia y se suelta. Cada resorte tiene una rigidez de K = 
40 n/m. 
 
 
 
 
 
 

Solución 
 

1).- Cuando la barra se encuentra en equilibrio.- 

P5-45 

45º 45º 

mg 

Fe Fe = K δS 

P5-45a 
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a).- D.C.L. (ver figura P5-45a): 
 
b).- Relaciones cinéticas: 

 

0º4520 =−→=∑ mgsenFeFY

 

0
2

1
*2 =− mgK Sδ  

 

02 =− mgK Sδ   (1) 

 
2).- Cuando la barra está en movimiento: 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-45b) 
 
 

En la figura P5-45b: 
 

Yr
Y

r
sen

2

2
º45 =→=         (2) 

 

Yr &&
2

2
=           (3) 

 
2).- Por conservación de la energía mecánica: 
 

( ) 0=++ eg UUEk
dt

d
         (4) 

 
Donde, derivamos y remplazamos (2) y (3): 
 

YYm
dt

dEk
YmEk &&&& =→= 2

2

1
 

 

( ) Ymg
dt

Ud
YmgU

g

g
&l −=→+= 2.  

 

( ) ( ) ( )YrKrrK
dt

dU
rKU SS

e
se

&& +=+=→+= δδδ
2

2

2

1 2
 

45º L.R. 45º 

r 
Y Fe Fe 

P5-45b mg 



SOLUCIONARIO DE PROBLEMAS SOBRE MOVIMIENTOS VIBRATORIOS DE UN GRADO DE LIBERTAD 
________________________________________________________________________________________________ __ 78 

__________________________________________________________________________________________________________ 
 Autor : Ing. VICTOR MANUEL MENACHO LOPEZ 

ω 

X

m
ek

Luego, en (4): 

( ) 0
2

2
2 =








++− YrKYmgYYm S

&&&&& δ       (5) 

Reemplazando (1) en (5): 
 

0
2

2
22

0

=








++− YkYmmgK S
&&

44 844 76

δ     →     0=+ Y
m

K
Y&&    (MAS) 

Donde: 

236.2
8

40
==nω   rad/seg       →    8094.2

236.2

2
==

π
T   seg 

 
81.2=T   seg 

 
5-46.- El ventilador tiene una 
masa de 25 kg y está unido al 
extremo de una viga horizontal 
cuya masa es despreciable. L 
hoja del ventilador está montada 
excéntricamente sobre la flecha 
de tal manera que es equivalente 
a una masa no balanceada de 3.5 
kg localizada a 100 mm del eje 
de rotación. Si la deflexión 
estática de la viga es de 50 mm 
como resultado del peso del 
ventilador ¿Cuál será la amplitud 
de la vibración del estado 
estacionario del ventilador, si la 
velocidad angular del ventilador 
es de 18 rad/seg? 

Solución 
 
1).- Cálculo del Ke (Sistema estático): 
 

SeKP δ=  

 

4095
05.0

81.9*5.3
===

S

e

P
K

δ
 n/m 

 

2).- El modelo discretizado es (ver figura P5-46a): 
 

P5-46 

P5-46a 
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• 

1 pie 

1 pie 

1 pie 
C = 0,20 lb.s./pie 

O 

K = 2 lb/pie 

Fe

W

F(T)

N

P5-47 

3).- Relaciones cinéticas: 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-46b): 
 
b).- Cálculo del F0: 
 

rmamF CnC

2
0 ω== 4.1133.0*18*5.2 2 ==   N 

 
b).- Por la segunda ley de Newton: 
 

( ) XmFsenFXmFFXmF eetX
&&&&&& =−→=−→=∑ *0 ω  

 
Despejando y reemplazando valores: 
 

tsenXX 18
25

4.113

25

4015
=+&&  

 
Luego: 
 

03549.0
18

25

4905
25

4.113

22
*

0

0 −=
−

=
−

=
ω

m

K
m

F

X
e

  m 

 

5.350 =X   mm 

 
5-47.- El mecanismo consta de una barra 
doblada, que tiene una masa despreciable y 
un peso unido de 5 lb. Determine el 
coeficiente de amortiguamiento para 
pequeñas vibraciones en torno de la posición  
de equilibrio. Desprecie el tamaño del peso. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P5-46b 
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O A

y

B

OO
y

xO

Y

X

a

a

W

x

n

t

F
d

Fe

C

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Solución 
 
Cuando el sistema está en reposo, no hay 
deformación del resorte. 
 
1).- D.C.L. Cuando el sistema está en movimiento 
(ver figura p5-47a): 
 

θθ sensenY == *1  

 

θθθ && cos*1 =→= XsenX  

 
Para θ pequeños: 

θθθ && === XyXY ,  

 
2).- relaciones cinéticas: 
 

ZHM 00
&=∑  

 
Donde: 
 

( ) θθ &&&&&&
& 2

0 dmdmdamdHamxrH tZOOC ===→=  

 
Luego: 
 

( ) ( ) ( ) θθθθ &&& *2*cos*1cos*12 2

g

w
YKXCsenw =−−−  

 
Despejando y reemplazando valores: 
 

P5-47a 
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1 pie 

2 pie 

K2 = 1 lb/pie 

K1 = 3 lb/pie 

P5-48 

s
Fe  = k  

11
1

N
f

A

Fe  = k  
2 2

2
s

G

w

032.19322.0032.19
20

2.32*2.0
=++→=++ θθθθθθ &&&&&&  

 
Donde: 
 

395.432.19 ==nω   rad/seg 

 

79.81*32.1922 === efefefC mKC   N seg/m  y  332.0=efC  N seg/m 

 

0367.0
79.8

322.0
===

efC

ef

C

C
η  

 
5-48.- El carrete de 50 lb 
está unido a dos resortes. Si 
el carrete se desplaza una 
pequeña cantidad y se suelta, 
determine el periodo natural 
de vibración. El radio de giro 
del carrete es KG = 1.5 pies. 
El carrete rueda sin deslizar. 
 
 
 
 
 

Solución 
 
1).- Cuando el carrete se encuentre en 
equilibrio: 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-48a): 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

0=∑ AM  

 

( ) ( ) 012222111 =−++ rrKrrK SS δδ  

 
2).- Cuando el carrete está en movimiento: 
 
 

P5-48a 
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• 
120° 

120° 

120° 

Fe   
2

f
N

A

G

w

Fe  
1

r

r

2

1

X 1

X
2

a).- D.C.L. (ver figura P5-48b): 
 
 
 
 

( ) θθ 3211 =+= rrX  

 

( ) θθ =−= 122 rrX  

 
 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

θ&&AA IM =∑  

 

( ) ( ) θ&&Aee IFrrFrr =−−+− 212112  

 

( ) ( ) ( ) ( ) θδδ &&
ASS IXKrrXKrr =+−−++− 2221211112 **

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θδδ &&
444444 8444444 76

2
1

2
12221211

0

12221211 rmKmrrXKrrXKrrKrrK GSS +=−−+−−−+−  

 
Reemplazando valores y despejando: 
 

0*1*13*3*31*
2.32

50
5.1*

2.32

50 22 =++






 + θθθ&&     →   028047.5 =+ θθ&&  

Donde: 

67.2
28

047.5
22 === ππ

ef

ef

K

m
T   seg 

 
5-49.- Un disco circular de 4 kg está unido a tres 
resortes, cada cual tiene una rigidez K = 180 N/m. 
Si el disco está inmersa en un fluido y recibe una 
velocidad descendente de 0.3 m/seg en la posición 
de equilibrio, determine la ecuación que describe el 
movimiento. Suponga que el desplazamiento 
positivo se mide hacia abajo y que la resistencia del 
fluido que actúa sobre el disco proporciona una 
fuerza de amortiguamiento que tiene una magnitud 

( )VF 60=  N, donde V se expresa en m/seg. 

 

 

P548b 

P5-49 
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Fe = K
se

mg

Y

mg

Fe = K
de

Y

F
d

Solución 

 
1).- Cuando el disco se encuentra en equilibrio.- 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-49a): 
 
2).- relaciones cinéticas: 
 

00 =+−→=∑ mgFF eY  

 

0=− SeKmg δ    (1) 

 
3).- Cuando el disco se encuentra en movimiento: 
 
a).- D.C.L. (ver figura P5-49b): 
 
b).- Relaciones cinéticas: 
 

YmmgFFYmF deY
&&&& =+−−→=∑  

 

( ) YmmgYYK se
&&& =+−+− 60δ  

 
Reemplazando (1), se tiene: 

013515 =++ YYY &&&  

 
Donde: 
 

619.11135 ==nω   rad/seg 

 

645.0
619.11*2

15

2

15
====

nCC

C

ω
η   (define un movimiento subamortiguado) 

 

879.8645.01619.111' 2 =−=−= ηωω n   rad/seg 

 
Solución de la ecuación diferencial: 
 

( )φωωη += −
tsenecY

tn ''         (1) 

 
Derivándole: 
 

P5-49a 

P5-49b 
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f
A

N

e

O

m  g

m  g
b

at

na

G

B

20 mm

219.09 mm

( ) ( ) ( )φωωφωωη ωηωη +++−= −−
tectsenecY

t

n

t nn 'cos''''&     (2) 

 

Para; 3.00,0 === YyYt &&   m/seg, reemplazando en (1) y (2): 

 
º0'0 =→= φφsenc  

 

034.0
879.8

3.0
'879.8'*3.0 ==→= cc   rad/seg 

 
Luego: 
 

( ) ( )tseneY t

t 879.8034.0 49.7−=  

 
5-50.- Un alambre homogéneo doblado 
como se muestra está sujeto a un pasador 
en A. Sabiendo que r = 220 mm y que el 
punto B recibe un desplazamiento 
descendente de 20 mm y se suelta. Hallar la 
velocidad 8 seg después. 
 

Solución 

 
El sistema tiene un movimiento alrededor de 
un eje fijo.  

1).- D.C.L. en un instante que no es de 
equilibrio (ver figura P5-50a): 
 

44.0=bl   m 

 

691.022.0* == πcl   m 

 
Donde: 
 

θ&&Gt ra =  

 

m
r

rG 14.0
2

==
π

 

 
2).- relaciones cinéticas: 
 

P5-50 

P5-50a 
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∑∑∑ += iiGiiiGA damIM α  

 

( )
}1

cos* θθθθ
θ

GGccGbGGc rrmIIsenrgm &&&&
876

++=−  

 

0
2

=
++

+ θθ
GccGbG

Gc

rmII

rgm&&         (1) 

 
Donde: 
 

BbbG mI l
12

1
=   y   c

c

b
b

c

c

b

b

T

T mm
mmm

l

l

lll
=→===ρ  

 

ccb

c

c
bG mm

m
I 0103.0

691.0

44.0
*

12

1
*

12

1 3
3 === l

l
     (2) 

 

( ) ccGcGcOcG mmrmrmrmII 0288.014.022.0 22222 =−=−=−=    (3) 

 
(2) y (3) en (1): 
 

( ) 0396.230
14.0288.00103.0

14.0*81.9*
2

=+→=
++

+ θθθθ &&&&

c

c

m

m
  (MAS) 

Luego: 
 

832.4396.23 ==nω   rad/seg 

 
3).- Solución de la ecuación diferencial: 
 

( ) ( )φωθ += tsenc nt          (4) 

 

( ) ( )φωωθ += tc nnt cos&         (5) 

 
En (4) y (5), para las condiciones iniciales en t = 0: 
 

091.0º22.5
09.219

20
=→=→= θθθtg   rad  y  0=θ&  
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En (5): 
 

2
0coscos0

π
φφφω =→=→= nc  

En (4): 
 

091.0091.0 =→= csenc φ   m 

 
En (5) reemplazando estos valores y para t = 8 seg: 
 

( ) 






 +=
2

8*837.4cos*837.4*091.08

π
θ&  

 

( ) 374.08 =θ&   rad/seg 

 
Luego: 
 

( ) ( ) 0524.014.0*374.014.0*88 === θ&GV   m/seg 

 

( ) 28.82220*374.08 ==BV   mm/seg 

 
 
 


