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PROBLEMAS SOBRE CINEMATICA DE UNA PARTICULA 
 

 
1-1.- El perno B del cigüeñal AB de radio r 

= 0.1 m se está moviendo en la ranura del 

brazo OC en la figura. Si en el instante 

dado: l = 0.24 m, φ = 30°, ω = 4 rad/seg y 

α = - 2 rad/seg2. Usando coordenadas 

cartesianas, calcular la velocidad y 

aceleración del perno B. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 
1).- Por intersección de trayectorias (ver figura P1-1a): 

 
222 rYX =+     (1) 

 

XmXbY θcot24.0 −=+=   (2) 

2).- Derivando dos veces, con respecto al tiempo (1) y (2): 

 

0=+ YYXX &&           (3) 

 

XXY &&& θθθ cotcsc2 −=         (4) 

 

0222 =+++ YYYXXX &&&&&         (5) 

 

( )XXXXXY &&&&&&&&&& θθθθθθθθθθ cotcsccsccsccotcsc2 22222 +−−−−=        (6) 

 

3).- Para el caso específico de X = 0.1 sen30° =  0.05 m, Y = -0.1cos30° =  -0.0866 m  y θ = 8.702°.- 
 

(4) en (3): 

 

( ) 0cotcsc2 =−+ XXYXX &&& θθθ     →    ( ) XYYXX θθθ && 2csccot −=−  

P1-1a 

φ 
ℑ 

ℑ 

 

 

 

 
 

 

X 

Y 

 

l  

P1-1 
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( )
229.1

0866.0*534.605.0

05.0*4*683.43*0866.0

cot

csc2

=
+

=
−

−=
YX

XY
X

θ

θθ &
&  m/seg 

 

En (4): 

 

707.0229.1*534.605.0*4*687.43 =−=Y&   m/seg 

 

jiVB 707.0229.1 +=∴  (m/seg)     →      42.1=BV  m/seg 

 

(6) en (5): 

 

( ) ( )2 2 2 2cot csc 2cot 2X X Y Y X X X X Yθ θ θθ θ θ− = − − − −& && &&& & & &  

 

( )
534.6*0866.005.0

016.2229.1*4*205.0*205.0*16*534.6*2687.43*0866.0

+

−−+−
=X&&  

 

71.7−=∴ X&&    m/seg2  

 

En (6): 

 

( )43.687 2*6.534*16*0.05 2*0.05 2*4*1.229 6.534*7.71Y = − + − +&&  

 

18.82Y =&&   m/seg2  

 

( )7.71 18.82Ba i j∴ = − −    m/seg2    →    20.34Ba =    m/seg2  

 

 

1-2.- El perno P en un mecanismo será empujado hacia 

la derecha con una velocidad constante V = 2 m/seg. 

Usando coordenadas cartesianas, calcule la velocidad 

angular y la aceleración angular del brazo OA para θ = 

30°, si l = 0.7 m. 

 

Solución 

1).- Cálculo del movimiento de P tomando como punto 

de referencia a O y aprovechando que l es constante: 

 

 

 

l  

ℑ 

P 

X 

Y 

ℑ 

 

P1-2 
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Si: l
l

=→= θθ tgX
X

tg                  (1) 

 

Derivando dos veces (1), respecto al tiempo: 

 

X

senX
XtgX

θθ
θθθθ

cos
0sec2

&
&&& −

=→=+               (2) 

 

0secsec2*secsec 22222 =++++ θθθθθθθθθθ &&&&&&&&& XtgXXXtgX  

 

( )
θ

θθθθθ
θ

2

222

sec

sec2sec2

X

tgXX &&&
&& +−

=                   (3) 

 

2) Para el caso específico de θ = 30°, 2==VX&  m/seg  y  0=X&& : 

 

21.1
7.0

30 =→=° X
X

tg   m 

 

En (2): 

 

72.0
21.1

30cos302
−=

°°
−=∴
sen

θ&    rad/seg 

 

En (3): 

 

( )
°

°°+°−
−=

30sec*21.1

72.0*3030sec21.1*272.0*30sec2*2
2

222 tg
θ&&  

 

78.1=∴ θ&&   rad/seg2  

  

1-3.- El movimiento tridimensional de una partícula está definida por el vector posición 

( ) ( ) ( ) kptRjCtiptsenRr cos++= . La curva descrita en el espacio por la partícula es una hélice. 

Determine el radio de curvatura de dicha hélice. 

 

Solución 

Si: 

3

1

r

rxr

C &

&&&

=
ρ
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et

eo
C

A B

en

θφ

β

β
ρe

kRpsenptjCiptRpr −+= cos&  

( )[ ] ( ) 2
1

2222
1

22222 cos CpRCptsenptpRr +=++=&  

kptRpisenptRpr cos22 −−=&&  

ptRpsenptRp

psenptRCptRp

kji

rxr

cos0

cos

22
−−

−=&&&  

 

( ) ksenptCRpjptpRptsenpRiptCRprxr
22322322

coscos +++−=&&&  

 

( ) ( ) ( )

2
1

3222

2422

3222

64

3222

2422

3

cos1













+
+

+
+

+
==

CpR

ptsenpRC

CpR

pR

CpR

ptpRC

r

rxr

C &

&&&

ρ
 

 

( )
( ) ( )222

2

3222

222241

CRp

Rp

CpR

CpRRp

C +
=

+

+
=

ρ
 

 

Rp

C
R

Rp

CRp
C 2

2

2

222

+=
+

=∴ ρ    (Unid. de longitud) 

 

1-4.- Si la velocidad angular ωAC = 5 °/seg y la 

aceleración angular αAC = - 2°/seg2. Usando 

coordenada tangencial y normal y/o polar, determine 

la aceleración angular del actuador hidráulico BC y la 

razón de cambio de su razón de extensión. 

 

 

 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios, que definen 

las coordenadas pedidas (ver figura P1-4a): 

 

54.36.24.2 22 =+=ACr   m 

 

 

 

 

ℑ 

P1-4 

P1-4a 
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683.2=BCρ   m 

 

°= 43.63θ , °= 71.42φ  y  °= 72.20β  

 

2).- Cálculo del movimiento de C tomando como punto de referencia A en coordenadas tangencial y 

normal: 

 

tttACACC eeerV 309.054.3*
180

*5 ===
π

ω   (1) 

ntnACACtACACC eeerera 54.3*
180

*554.3*
180

*2

2

2








+−=+=

ππ
ωα  

 

ntC eea 027.0124.0 +−=   (m/seg)                             (2) 

 

3).- Cálculo del movimiento de C tomando como punto de referencia B, en coordenadas polares, para luego 

transformarle en tangencial y normal: 

 

nt eesene ββρ cos−=    y   nt esenee ββθ += cos  

 

a).- Cálculo de la velocidad angular de BC y su razón de extensión: 

 

θρ θρρ eeV BCBCC
&& +=  

 

( ) ( )ntBCntBCC eseneeesenV ββθρββρ ++−= coscos &&  

 

( ) ( ) nBCBCtBCBCC esenesenV βρβθρβθρβρ coscos &&&& −++=                (3) 

 

(1)= (3) e igualando componentes: 

 

( ) ββρβθρ sensen BCBC *cos0 && −=                    (4) 

 

( ) ββρβθρ cos*cos309.0 senBCBC
&& +=                   (5) 

 

(4) + (5) θρβ &
BC=cos309.0  

 

1077.0
683.2

72.20cos309.0
=

°
=θ&   rad/seg  172.6=   °/seg 

En (4): 
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109.072.201077.0*683.2 =°== tgtgBCBC βθρρ &&   m/seg 

 

b).- Cálculo de la aceleración angular de BC y la razón de cambio de su razón de extensión: 

 

( ) ( ) θρ θρθρθρρ eea BCBCBCBCC
&&&&&&& ++−= 22

 

 

( ) ( ) ( ) ( )ntBCBCntBCBCC eseneeesena ββθρθρββθρρ +++−−= cos2cos2 &&&&&&&  

 

( ) ( )[ ] +++−= tBCBCBCBCC esena βθρθρβθρρ cos22 &&&&&&&  

           ( ) ( )[ ] nBCBCBCBC esenβθρθρβθρρ &&&&&&& ++−− 2cos2
                     (6) 

 

(2)= (6) e igualando componentes: 

 

( ) ( )[ ] ββθρθρβθρρ cos*cos2124.0 2 &&&&&&&
BCBCBCBC sen ++−=−                (7) 

 

( ) ( )[ ] ββθρθρβθρρ sensenBCBCBCBC *2cos027.0 2 &&&&&&& ++−−=                (8) 

 

(7) + (8): 

 

θρθρββ &&&&
BCBCsen +=− 2cos124.0027.0  

 

683.2

1077.0*109.0*272.20cos124.072.20027.0 −°−°
=

sen
θ&&  

 

0484.0−=θ&&   rad/seg2  77.2−=   °/seg2  

 

En (7): 

 

( )
β

βθρθρβθρ
ρ

sen

sen BCBCBC

BC

cos2124.02 &&&&&
&&

+−−
=  

 

( )
°

°−−−°
=

72.20

72.20cos0484.0*683.21077.0*109.0*2124.072.201077.0*683.2 2

sen

sen
BCρ&&  

 

0381.0−=BCρ&&   m/seg2  
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1-5.- El brazo BC gira en sentido horario a 200 RPM, 

el perno C en el extremo de este brazo desliza en la 

ranura del elemento AD. Usando coordenadas 

tangencial y normal y/o polares, calcule φ&  y φ&&  para 

θ = 30°. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

1).- Direcciones de los vectores unitarios, que 

definen las coordenadas tangencial y normal, y polar 

(ver figura P-5a): 

 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C, 

tomando como punto base B y usando coordenadas 

tangencial y normal: 

 

ttCc eerV 7*
30

*200
π

θ ==
ℑ

&  

tCc eV 6.146=
ℑ

  (plg/seg)    (1) 

 

}

nnntC eeerera 54.30707*
3

20
2

2

0

=







=+=

ℑ

π
θθ &&&   (plg/seg2)     (2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C, tomando como punto base A y usando coordenadas polares: 

 

φφρφρρ ρφρ eeeeVC
&&&& 92.18+=+=

ℑ
                  (3) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) φρφρ φρφρφρφρφρφρρ eeeeaC
&&&&&&&&&&&&&& ++−=++−=

ℑ
292.182 22

    (4) 

 

4).- Ecuaciones de compatibilidad: 

 r = 7 in 

ℑ 

ℑ P1-5 

P1-5a 
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0.3
3

0
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oe

ρ

t

ne

30º

60º

60º

19.10º

10
.9
º

a).- Si: (1) = (3), transformamos te  y ne  en ρe  y φe , para luego igualar componentes: 

φρρ eeseneet 309.095.098.1798.17cos +=°+°=  

φρρ eeesenen 95.0309.098.17cos98.17 +−=°+°−=  

Luego: 

( ) φρφρ φρ eeee && 92.18309.095.06.146 +=+  

 

25.139=ρ&    plg/seg     y     39.2=φ&   rad/seg 

 

b).- Si: (2) = (4), transformamos te  y ne  en ρe  y φe , para luego igualar las componentes transversales: 

 

( ) ( ) ( ) φρφρ φφρ eeee &&&&& 92.1839.2*25.139*292.1895.0308.054.3070 2 ++−=+−  

 

φ&&92.18615.66595.0*54.3070 +=  

 

119996.118 ≅=φ&&   rad/seg2  

 

1-6.- La rueda de la figura gira en sentido horario con 

frecuencia constante de 120 RPM. El pasador D está 

fijo a la rueda en un punto situado a 125 mm de su 

centro y desliza por la guía en el brazo AB. Usando 

Coordenadas tangencial y normal y/o polares, 

determine la velocidad angular ωAB y la aceleración 

angular αAB del brazo AB en el instante representado. 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios que definen 

las coordenadas polar, tangencial y normal (ver figura 

P-6a):  

 

 

      

 
φρ
esenee

t
°+°= 9.109.10cos  

 

       
φρ
eee

t
19.0982.0 +=  

 

       
φρ
eesene

n
°−°= 9.10cos9.10  

 

       
φρ
eee

n
982.019.0 −=  

 

ℑ 

ℑ 

P1-6a 

P1-6 
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2).- Cálculo del movimiento de D, tomando como punto de referencia C en ℑ : 

 

φρ

π
ω eeeeerV tttC 3.0542.157.1125.0*

30
*120 +====   (m/seg)         (1) 

 

φρω eeeera nnC 385.1975.374.192 −===   (m/seg2)                (2) 

 

3).- Cálculo del movimiento de D, tomando como punto de referencia A en ℑ : 

 

φρφρ ωρφρρ eeeeV ABC 33.0+=+= &&&                   (3) 

 

(1)= (3): 

 

542.1=ρ&   m/seg    y       9.0
33.0

3.0
==ABω   rad/seg 

 

( ) ( ) φρ φρφρφρρ eeaC
&&&&&&& ++−= 22

                   (4) 

 

(2)= (4): 

 

385.1933.09.0*542.1*2 −=+= ABa αφ  

 

15.67−=ABα   rad/seg2 

 

1-7.- El mecanismo de ginebra de un contador 

mecánico convierte en movimiento de rotación 

constante de la rueda ℜ de R = 50 mm, en un 

movimiento de rotación intermitente de la rueda ℘. 

El perno C está montado en ℜ y desliza en la ranura 

de la rueda ℘. Usando coordenadas tangencial y 

normal y/o polares, calcule la velocidad y 

aceleración angulares de la rueda ℘, para θ = 30° 

con la rueda ℜ girando a 100 RPM en sentido 

horario. 

 

 

 

 

 

 

P1-7 

ℑ 
ℑ 

℘ ℜ 

 

θ 

R 

A 



SOLUCIONARIO DE PROBLEMAS SOBRE CINEMATICA DE UNA PARTICULA 

_____________________________________________________________________ 

 

Autor: Ing. VICTOR MANUEL MENACHO LOPEZ  

ρ

φ

C

ρ

BA

β

φ

ρ

m

m

ρ
φ

φθ

φ

θ

Solución 

 
1).- Orientación de los ejes que definen las 

coordenadas tangencial y normal, y del polar 

escogido, además cálculos elementales (ver 

figura P1-7a): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a).- Cálculo de ρ, para θ = 30ª, por la ley de cósenos (ver figura P1-7b): 

 

( ) °−+= 30cos205.0*05.0*2205.005.0
222ρ  

 

ρ = 0.0371   m   →    ρ = 37.1 mm 

 

b).- Cálculo de φ por ley de senos: 
 

67385.0
1.37

30

50
=→

°
= φ

φ
sen

sensen
 

 

°= 4.42φ  

c).- Orientación de los vectores unitarios ρe y φe en te y ne : 

 

 

 

       nt esenee °+°−= 6.176.17cosρ  

 

       nt eee 302.0953.0 +−=ρ  

 

       nt eesene °−°−= 6.17cos6.17φ  

 

       nt eee 953.0302.0 −−=φ  

 
 

P1-7a 

P1-7b 

P1-7c 
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2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C, tomando como punto base A y usando coordenadas 

tangencial y normal: 

 

tttC eeerV 524.005.0*
30

*100 ===
π

ω    (m/seg)                 (1) 

 

nnnC eeera 483.505.0*
3

10

2

2 =







==

π
ω   (m/seg2)                (2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C, tomando como punto base B y usando coordenadas polares: 

 

φφρ φρφρρ eeeeVC
&&&& 0371.0+=+=  

 

( ) ( )ntntC eeeeV 953.0302.00371.0302.0953.0 −−++−= φρ &&  

 

( ) ( ) ntC eeV φρφρ &&&& 0353.0302.00112.0953.0 −+−−=                 (3) 

 

(1)= (3), igualando componentes y operando: 

 

( ) 302.0*524.00112.0953.0 =−− φρ &&  

 

( ) 953.0*00353.0302.0 =− φρ &&  

      158.0037.0 =− φ&     →      27.4−=φ&   rad/seg 

 

También: 

 

( ) 027.4*0353.0302.0 =−−ρ&  499.0−=⇒ ρ&   m/seg 

 

( ) ( ) φρ φρφρφρρ eeaC
&&&&&&& ++−= 22

 

 

( ) ( ) ( ) ( )ntntC eeeea 953.0302.02302.0953.02 −−+++−−= φρφρφρρ &&&&&&&  

 

( ) ( )[ ] ++−−−= tC ea 302.0*2953.0*2 φρφρφρρ &&&&&&&  

         ( ) ( )[ ] ne953.0*2302.0*2 φρφρφρρ &&&&&&& +−−                   (4) 

 

 

Si: (2) = (4), igualando componentes y operando: 
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e

eθ

eφ

A

B

( ) ( ) 0302.0*2953.0*2 =+−−− φρφρφρρ &&&&&&&  

 

[ ] ( )( )[ ] 0302.0*05.027.4499.02953.0*27.4*05.0 2 =+−−−−− φρ &&&&  

 

4182.00151.0953.0 =−− φρ &&&&                    (5) 

 

( )[ ] ( )( )[ ] 483.5953.0*05.027.4499.02302.0*27.4*05.0 2 =+−−−− φρ &&&&  

 

82.90477.0302.0 =− φρ &&&&                     (6) 

 

0.302 x (5) + 0.953 x (6): 

 

7.189485.905.0 −=→=− φφ &&&&   rad/seg2  

 

7.189=φ&&    rad/seg2   (Horario)  

 

1-8.- El brazo telescópico AB se emplea para situar al 

operario a la altura de los cables, eléctricos y de 

teléfono. Si la longitud AB aumente a una velocidad 

constante (dl /dt) = 0.20 m/seg y el brazo gira a una 

velocidad angular constante ω1 = 0.25 rad/seg 

respecto al eje vertical., mientras que el ángulo θ que 
forma con la horizontal mantiene un valor constante. 

Usando coordenadas esféricas, determínese la 

aceleración del punto B, cuando l = 5 m. 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 
1).- Orientación de los vectores unitarios que definen las 

coordenadas esféricas (ver figura P1-8a):  

 

 

2).- Identificación de los parámetros que definen el 

movimiento: 

 

l  B 

ℑ 
P1-8 

P1-8a 

 

 
A 

 
ω 1 
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et

eρ

eZ

en

eφ

l

0

/25.0

0

0

60

0

/2.0

5

=

=

=

=

°=

=

=

=

φ

φ

θ

θ

θ

&&

&

&&

&

&&

&

segrad

r

segmr

mr

 

3).- Cálculo de la aceleración de B: 

} } } }
}

}
φθ

θφθφ

θφθ

θθφ

θθ

θφ

θ e

senrsenr

r
e

senr

rre

senr

rra rB



















+

+
+
















−++
















−−=

0

0

2

00

22

0

2

0

2

cos2

cos

2

&&&&

&&

&

&&&&

&

&&&  

 

+°°−°−= θesenesena rB 60cos6025.0*56025.0*5 222

φesen °6025.0*2.0*2  

 

284.00866.0135.0234.0 =→+−−= BrB aeeea φθ   m/seg2  

 

1-9.- La varilla AB uniforme de longitud l  (ver 

figura P1-9) cuelga libremente del soporte A en 

la cara inferior del disco ℜ. El disco gira 

alrededor de un eje vertical con velocidad 

angular constante ω = 2 rad/seg. Si θ aumenta a 

razón θ&  y este a θ&& = 0.1 rad/seg2. Usando 

coordenadas cilíndricas, calcule la velocidad y 

aceleración de B, para θ = 60°, conociendo l = 

40 cm, b = l /4 y para θ = 0°, θ&=0 rad/seg.  
 

 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios que 

definen las coordenadas cilíndricas (ver figura P1-

9a): 

 

 

 

2).- Cálculo de la velocidad angular de AB, 

velocidad y aceleración de B en ℜ, para θ = 60° : 
 

∫∫ =→=
θπ

θθθθθ
θ

θθ &
&&&&&&

&

0

3

0
* dd
d

d

dt

d
 

46.0
23

*1.0
2

=→= θ
θπ &
&

  rad/seg 

l  

ℜ 

P1-9 

 

P1-9a 

ω 
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184.0== θ&lBV   m/seg 

ntntB eeeea 085.004.02 +=+= l&l&& θθ    (m/seg2) 

 

3).- Identificación de los parámetros que definen el movimiento en coordenadas cilíndricas: 

0

/2

/054.030cos60cos

/092.060cos

446.01.060

2

=

==

−=°−°=

=°=

=+°=

φ

ωφ

ρ

ρ

ρ
&&

&

&&

&

l segrad

segmaa

segmV

msen

nt

B  

2/0598.03060

/159.060

segmsenasenaZ

segmsenVZ

nt

B

=°+°=

=°=

&&

&
 

 

4).- Cálculo de la velocidad y aceleración de B en el marco inercial tierra: 

 

ZZB eeeeZeeV 159.02*446.0092.0 ++=++=
ℑ

φρφρ φρρ &&&  

ZB eeeV 159.0892.0092.0 ++=
ℑ

φρ   (m/seg)  →  911.0=
ℑ

BV   m/seg 

( ) ( ) ZB eeea 0598.02*092.0*24*446.0054.0 ++−−=
ℑ

φρ  

 

ZB eeea 0598.0368.0838.1 ++−=
ℑ

φρ   (m/seg2)  

 

875.1=
ℑ

Ba   m/seg2  

 

1-10.- Un tubo acodado ABC gira a la velocidad 

angular ω1 = 5 rad/seg, decreciendo a razón de α1 = 1 

rad/seg2. Sabiendo que una bola de cojinete D se 

mueve por su interior hacia el extremo C con una 

celeridad relativa v = 1.5 m/seg, decreciendo a una 

razón de 0.5 m/seg2. Usando coordenadas cilíndricas, 

para la posición mostrada, hallar la velocidad y 

aceleración de D. 

 

 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios que definen las coordenadas cilíndricas (ver figura P1-10a) e 

identificación de los parámetros que definen el movimiento: 

ℑ 

P1-10 
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θ

eρ

θ

B

A

D
eX

eφ

°=→= 57.26
2

1
θθtg  

2

1

1

2

/1

/5

/224.0

/671.0

1.0

segrad

segrad

segmasen

segmvsen

m

−==

==

−=−=

==

=

αφ

ωφ

θρ

θρ

ρ
&&

&

&&

&  

2/447.0cos

/342.1cos

segmaX

segmvX

−=−=

==

θ

θ

&&

&
 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de D en ℑ : 

 

XXrD eeeeXeeV 342.15*1.0671.0 ++=++= φρφφρρ &&&  

XD eeeV 342.15.0671.0 ++= φρ   (m/seg)   →    582.1=DV   m/seg 

 

( ) ( ) XD eXeea &&&&&&&&& +++−= φρ φρφρφρρ 22
 

( ) ( ) XD eeea 447.01*1.05*671.0*225*1.0224.0 −−+−−= φρ  

XD eeea 447.061.6724.2 −+−= φρ   (m/seg2) 

 

167.7=Da   m/seg2  

  

 

1-11.- Un motor M y una barra AB tienen 

movimientos angulares (todas antihorarias)
ℑ

Mω = 5 

rad/seg, 
ℑ

Mα = 2 rad/seg2,
M

ABω = 3 rad/seg y 

M
ABα = 1 rad/seg2. Un collarín C sobre la barra AB 

se desliza a 0.25 m de A y se está moviendo hacia 

abajo a lo largo de la barra con una velocidad de 3 

m/seg y una aceleración de 2 m/seg2. Determínese la 

velocidad y aceleración de C en este instante: a) con 

respecto al disco ℜ, usando coordenadas cilíndricas 

en M y b) con respecto al marco inercial ℑ, usando 

coordenadas cartesianas. 

 

 

 

 
P1-11 

ℑ 

ℑ 

 

ℑ
Mω  

ℑ
Mα  

 
 

M
ABω  

M
ABα  

P1-10a 

ℜ 
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C

A

eZ

eρ

eφ

O

 

 

 

 

 

 

Solución 

 
1).- Orientación de los vectores unitarios que 

definen las coordenadas cilíndricas en M (ver 

figura P1-11a): 

 

 

 

 

2).- Movimiento de C respecto al marco móvil 

motor M o al disco ℜ (están ligados), utilizando 

coordenadas cilíndricas (polares), para el instante 

indicado (donde ke −=ρ  y  je =φ ): 

 

 

φρφρ φρρ eeeeVV C
M

C 3*25.03 +=+==
ℜ

&&  

 

φρ eeVV C
M

C 75.03 +==
ℜ

  (m/seg)     →    




 −= kjV

M
C 375.0  m/seg 

 

( ) ( ) ( ) ( ) φρφρ φρφρφρρ eeeea
M

C 1*25.03*3*29*25.0222 ++−=++−= &&&&&&&  

 

φρ eeaa C
M

C 5.1825.0 +−==
ℜ

  (m/seg2)    →  




 += kja

M
C 25.05.18   m/seg2  

 

3).- Movimiento del marco móvil motor M (ligado a ℜ) y del punto conveniente o base A : 

 

kM 5== ℜ
ℑ

ωω   (rad/seg)      y     kM 2== ℜ
ℑ

αω&   (rad/seg2) 

 

jixkrxV AMA 10250 ===
ℑℑ

ω   (m/seg) 

 

( ) jiiixkrrxa AMAMA 450225220

2

0 +−=−=−=
ℑℑℑ

ωω&   (m/seg2) 

 

P1-11a 
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eφ

er

eθ =e

r

o

ω

4).- Movimiento de C respecto al marco inercial ℑ : 

 

( )kxkkjjrxVVV ACM
M

CAC 25.05375.010 −+−+=++=
ℑℑℑ

ω  

 

kjVC 375.10 −=
ℑ

  (m/seg) 

M
CMACMMACM

M
CCC Vxrxxrxaaa

ℑℑℑℑℑℑ

+




+++= ωωωω 2

0
0 4847648476

&  

 

( ) ikjxkVx
M

CM 5.7375.0102 −=−=
ℑ

ω   (m/seg2) 

 

( ) ( ) ikjjiaC 5.725.05.18450 −+++−=
ℑ

 

 

kjiaC 25.05.225.57 ++−=
ℑ

  (m/seg2) 

 

1-12.- La barra curva ℜ en la figura gira alrededor de 

la vertical a ω = 2π rad/seg. En centro C del collarín ℘ 

tiene velocidad y aceleración relativos a ℜ de 20 

e plg/seg  y –10e  plg/seg2 respectivamente; e  tiene 

la dirección de la velocidad de C en ℜ. Usando 

coordenadas esféricas, para el instante dado, calcule la 

velocidad y aceleración de C en el marco ℑ en el que 

gira ℜ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 
1).- Orientación de los vectores unitarios de la coordenada 

esférica (ver figura P1-12a) e identificación de los parámetros 

que definen el movimiento: 

 

P1-12 

e  

ℜ 
ℑ 

ℑ 

 

 ℘ 

P1-12a 
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0

/2

/2
5

10

/4
5

20

30

0

0

lg5

2

=

=

−=−=

==

°=

=

=

=

φ

πφ

θ

θ

θ

&&

&

&&

&

&&

&

segrad

segrad

segrad

r

r

pr

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C en ℑ : 

 

}

φθφθ πθφθ eseneesenrererV rC °+=++=
ℑ

302*54*5

0

&&&  

 

φθ eeVC 71.1520 +=
ℑ

   (plg/seg)    →   43.25=
ℑ

CV   plg/seg 

 

( ) ( ) φθ θφθθθφθθφθ eresenrresenrra rC cos2cos2222 &&&&&&& +−+−−=
ℑ

   

 

φθ eeea rC 8.21753.9535.129 +−−=
ℑ

   (plg/seg2) 

 

73.270=
ℑ

Ca   plg/seg2  

 

1-13.- La barra doblada gira a una velocidad angular 

constante ω1 = 4 rad/seg. Sabiendo que el collarín D 

se desplaza hacia abajo a lo largo de ella con 

velocidad constante relativa u = 65 plg/seg, para la 

posición mostrada en la figura, determine usando 

coordenadas cilíndricas, la velocidad  y aceleración 

de D. 

 

 

 

 

Solución 

 1).- Orientación de los vectores unitarios que 

definen las coordenadas cilíndricas (ver figura P1-

13a) e identificación de los parámetros, que definen 

el movimiento: 

 

 

ℑ 

ℑ 

P1-13 

 

 

 

 
A 

B C 

D 



SOLUCIONARIO DE PROBLEMAS SOBRE CINEMATICA DE UNA PARTICULA 

_____________________________________________________________________ 

 

Autor: Ing. VICTOR MANUEL MENACHO LOPEZ  

eθ1

eθ2

eρ1eρ2

0.25 m

60º
60º

ρ1

ρ2

P

A B

0

/60

0

/4

0

lg/25

lg5.5

=

−=

=

=

=

=

=

Z

segplsZsegrad

segp

p

&&

&

&&

&

&&

& θ

θ

ρ

ρ

ρ

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de D: 

ZZD eeeeZeeV 604*5.525 −+=++= θρθρ θρρ &&&  

ZD eeeV 602225 −+= θρ   (plg/seg) 

62.68=DV   plg/seg 

 

θρθρ θρθρ eeeeaD 4*25*216*5.522 +−=+−= &&&  

 

θρ eeaD 20088 +−=   (plg/seg2)    →   5.218=Da   plg/seg2 

   

1-14.- El movimiento del pasador “P” está guiado por 

la ranura de las barra AE y BD. Sabiendo que las barra 

giran con velocidades angulares antihorarias constantes 

ωAE = 4 rad/seg y ωBD = 5 rad/seg. Determine, para la 

posición indicada: a) usando coordenadas polares, la 

velocidad del pasador P y b) el radio de curvatura de la 

trayectoria de P. 

 

 

 

 

Solución 

1).- Para la parte a) utilizaremos coordenadas polares. 

a).- Orientación de los vectores unitarios que definen 

las coordenadas polares: 

 

 

 

289.01 =ρ   m     y        144.02 =ρ   m 

 

221 30cos30 θρρ eesene °+°=  

 

221 3030cos θρθ esenee °+°−=  

 

b).- Cálculo de la velocidad de P: 

 

i).- Tomando como punto de referencia a A: 

P1-14 

ℑ 

 

 

P1-13a 

P1-14a 
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11111 θρ θρρ eeVP
&& +=  

 

( ) ( )22221 3030cos4*289.030cos30 θρθρρ eseneeesenVP °+°−+°+°= &  

 

( ) ( ) 2121 30156.130cos30cos156.130 θρ ρρ esenesenVP °+°+°−°= &&             (1) 

 

ii).- Tomando como punto de referencia a B: 

 

22222222 5*144.0 θρθρ ρθρρ eeeeVP +=+= &&&  

 

222 72.0 θρρ eeVP += &                     (2) 

 

(1) = (2)  e igualando componentes: 

 

164.072.030156.130cos 11 =→=°+° ρρ && sen   m/seg 

 

En (1): 

 

11 156.1164.0 θρ eeVP +=    (m/seg)    →    168.1=PV    m/seg 

 

2).- Para encontrar el radio de curvatura utilizaremos movimientos en marcos móviles.- 

 

Si: P’∈ a AE y P’’ ∈a BD, ambos coincidentes con P y sabiendo que: 

 

3

1

ℑ

ℑℑ
=

P

PP

C V

axV

ρ
 

a).- Cálculo de la velocidad de P en ℑ : 

 

i).- Velocidad de P, tomando como punto de referencia A en ℑ: 

  

AE
PPP VVV +=

ℑℑ
'  

 

( ) ( )jisenVjixkV
AE

PP °−°+−=
ℑ

60cos60144.025.04  

jViVV
AE

P
AE

PP 




 −+





 +=

ℑ
5.01866.0576.0                  (3) 

X 

Y 
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ii).- Velocidad de P, tomando como punto de referencia B en ℑ : 

 

( ) jVjxkVVV
BD

P
BD

PPP +−=+=
ℑℑ

144.05''  

 

jViV
BD

PP +=
ℑ

72.0                      (4) 

 

(3) = (4) e igualando componentes: 

 

166.072.0866.0576.0 =→=+
AE

P
AE

P VV   m/seg 

 

917.0166.0*5.01 =→=−
BD

P
BD

P VV   m/seg 

Luego: 

 

( )jiV
AE

P 5.0866.0166.0 −=   (m/seg)   y  jV
BD

P 917.0=   (m/seg) 

 

En (4): 

 

jiVP 917.072.0 +=
ℑ

  (m/seg) 

 

b).- Cálculo de la aceleración de P en ℑ.- 

 

i).- Aceleración de P, tomando como punto de referencia A en ℑ: 

 

AE
P

AE
PAEPP aVxaa ++=

ℑℑ
ω2'  

 

( ) jijira APAEP 304.24144.025.0162

' +−=−−=−=
ℑ

ω   (m/seg2) 

 

( ) jijixkVx
AE

PAE 15.1664.05.0866.0166.082 +=−=ω  (m/seg2) 

 

( ) jaiajiaa
AE

P
AE

P
AE

P
AE

P 5.0866.05.0866.0 −=−=   (m/seg2) 

 

Luego: 

jaiaa
AE

P
AE

PP 




 −++





 ++−=

ℑ
5.015.1304.2866.0664.04  
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jaiaa
AE

P
AE

PP 




 −+





 −=

ℑ
5.0454.3336.3866.0   (m/seg2)               (5) 

 

ii).- Aceleración de P, tomando como punto de referencia B en ℑ : 

 

BD
P

BD
PBDPP aVxaa ++=

ℑℑ
ω2''  

 

( ) jjra BPBDP 6.3144.0252

'' =−−=−=
ℑ

ω    (m/seg2) 

 

ijxkVx
BD

PBD 17.9917.0102 −==ω    (m/seg2) 

jaa
BD

P
BD

P =   (m/seg2) 

Luego: 

jaia
BD

PP 




 ++−=

ℑ
6.317.9     (m/seg2)                  (6) 

 

(5) = (6) e igualando componentes: 

 

74.617.9336.3866.0 −=→−=−
AE

P
AE

P aa    m/seg2  

 

( ) 224.36.374.65.0454.3 =→+=−−
BD

P
BD

P aa     m/seg2  

En (6): 

 

jiaP 824.617.9 +−=
ℑ

   (m/seg2) 

 

c).- Cálculo del radio de curvatura: 

 

( ) ( ) kjixjiaxV PP 31.13824.617.9917.072. =+−+=
ℑℑ

 (m2/seg3 ) 

 

585.1
3

=
ℑ

PV   (m3/seg3 ) 

 

Luego: 

397.8
581.1

31.131
3

===

ℑ

ℑℑ

P

PP

C V

axV

ρ
   →  119.0=Cρ  m    →    119=Cρ    mm 
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2
2

/045.030

/13.030cos15.0

segmsen
r

u
X

segmX

=°=

=°=

&&

&

0.25 m

u

o

D

E
C

F

x
e

e

e

na

60

 

1-15.- Ciertos productos manufacturados 

se pintan con un rociador al pasar por una 

estación de trabajo que se muestra. 

Sabiendo que el tubo doblado ACE gira a 

una velocidad angular constante ω1 = 0.4 

rad/seg y la partícula D de la pintura se 

mueve con respecto al tubo con una 

velocidad constante u = 150 mm/seg. 

Usando coordenadas cilíndricas y 

esféricas, para la posición mostrada, 

determínese la velocidad y aceleración de 

D. 

 

Solución 

1).- Usando coordenadas cilíndricas.- 

a).- Orientación de los vectores unitarios, que definen las coordenadas cilíndricas (ver figura P1-15a) e 

identificación de los parámetros, que definen el movimiento: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

/4.0

/078.0

30cos

/075.030

217.06025.0

1

1

2

2

=

=

=

−=

°−=

=°=

=°=

θ

ω

ωθ

ρ

ρ

ρ

ρ

&&

&

&&

&&

& segrad

segm

r

u

segmusen

msen

 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de D: 

 

P1-15 

ℑ 

P1-15a 
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φe

θe

re

XXD eeeeXeeV 13.04.0*217.0075.0 ++=++= θρθρ θρρ &&&  

 

XD eeeV 13.00868.0075.0 ++= θρ    (m/seg)     1734.0=→ DV   m/seg 

( )
}

XD eXeea &&&&&&&&& +













++−= θρ θρθρθρρ

0

2 2  

( ) XD eeea 045.006.0035.0078.0 ++−−= θρ  

 

XD eeea 045.006.0113.0 ++−= θρ   (m/seg2)    136.0=→ Da  m/seg2  

 

2).- Usando coordenadas esféricas.-  

 

a).- Orientación de los vectores unitarios, que 

definen las coordenadas esféricas (ver figura P1-

15b) e identificación de los parámetros, que 

definen el movimiento en coordenadas esféricas: 

 

0

/6.0

60

0

0

25.0

=

=

°=

=

=

=

θ

θ

θ

&&

&

&&

& segrad

r

r

mr

 

 

0

/4.0

=

−=

φ

φ

&&

& segrad

 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de D: 

 

φθφθ θφθ eseneesenrererV rD °−=++= 604.0*25.06.0*25.0&&&  

 

φθ eeVD 0866.015.0 −=   (m/seg)  →   1732.0=DV   m/seg 

 

( ) ( ) φθ θφθθθφθφθ eresenresenrra rD cos2cos2222 &&&&& +−+−−=  

 

( ) −°°−°−−= θesenesena rD 60cos604.0*25.0604.0*25.06.0*25.0 2222
 

           φe°60cos4.0*6.0*25.0*2  

P1-15b 
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φθ eeea rD 06.00173.012.0 −−−=    (m/seg2)     →    1353.0=Da   m/seg2  

 

1-16.- Considere la situación de tránsito aéreo de la figura. El avión de control A vuela con velocidad 

constante VA en un patrón circular a una altura h = 15000 pies, mientras que otro avión B vuela a una altura 

l = 8000 pies. Suponga que B y C están en el plano XY como se indica. Calcule r& y r&&  para AV = -300 

i (pies/seg), BV = - 600 k (pies/seg), R’ = 5000 pies y d = 9000 pies. 

 

 

. 

 

 

 

 

Solución 

1).- Movimiento del marco móvil A y del punto base A: 

0== ωω &  

 

jR 15000=   (pies) 

 

iR 300−=
&

 (pie/seg) 

 

keR n 18
500

3002

==
&&

 (pie/seg2) 

 

2).- Movimiento de B respecto a A: 

 

ji 70009000 −−=ρ  (pies) 

 

?=ρ&    y    ?=ρ&&  

 

3).- Movimiento de B respecto al marco inercial tierra: 

 

}
ρρω &&

++= xRVB

0

 

 

kiik 600300300600 +=→+−=− ρρ &&   (pie/seg) 

 

82.670== r&&ρ   pie/seg 

P1-16 
ℑ 

l  

 R’ 

h 

r 

d 
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ℜ

ℜ
BV

} } } }
ρρωρωωρω &&&&&&

++













++= xxxxRaB

0000

2  

kk 18180 −=→+= ρρ &&&&   (pie/seg2)     →    18== r&&&&ρ   pie/seg2 

 

 

 

1-17.- La barra AD está doblada en forma de un arco 

de circunferencia de radio b = 150 mm/seg. La 

posición de la barra se controla mediante el pasador 

B que desliza en la ranura horizontal y también a lo 

largo de la barra. Sabiendo que para θ = 90° el 
pasador B se mueve a la derecha con una velocidad 

constante de 75 mm/seg, determínese la velocidad y 

aceleración angulares de la barra. 

 

 

Solución 

1).- Cálculo de la velocidad angular de la barra doblada: 

 

Si: Q ∈ a ℜ y coincide con B 

 

        
ℑℜℑ

+= QBB VVV  (1) 

 

        Donde: 

 

        iVB 075.0=
ℑ

  (m/seg) 

        ( )jiVV BB −=
ℜℜ 2

2
  (m/seg) 

 

 

 

 

 

 

( ) jixkVQ ωω 215.0215.0 ==
ℑ

 m/seg 

 

Luego en (1): 

( ) jjiVi B ω215.0
2

2
075.0 +−=

ℜ
 

P1-17 

ℑ 

C 

ℜ 

P1-17a 

215.0  
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Igualando componentes y operando: 

 

106.0075.0
2

2
=→=

ℜℜ
BB VV    m/seg 

 

ωω 215.0
2

2
215.0

2

2
0 =→+−=

ℜℜ
BB VV  

 

354.0215.0075.0 =→= ωω     rad/seg 

 

2).- Cálculo de la aceleración angular de la barra doblada: 

 

ℜℑℜℑ
++= BQBB Vxaaa ω2  

Si: 

 

0=
ℑ

Ba  

( ) ( )jiaji
V

a t

C

B

B −+−−= ℜ

ℜ 2

2

2

2
2

ρ
 

 

( ) ijiixkaQ
22 215.0215.0215.0215.0 ωαωα −=−=

ℑ

 

 

( ) ( )jijixkVx B +=−=
ℜ

053.0
2

2
106.0708.02ω  

 

Luego: 

 

j
ax

i
xa tt

















+

+−−
+

















+

−−
=

−−

053.0215.0

2

2
10945.7

053.00265.0

10945.7
2

2

0

33

α

 

 

Igualando componentes y operando: 

0262.00185.0
2

2
0 =→+= tt aa   m/seg2  

 

1253.0212.00185.0045.00 =→+−= αα   rad/seg2  
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1-18.- La barra eje β de 5 plg de longitud en la 

figura gira en el gozne ℑ a ω1 = 3 rad/seg en el 

sentido indicado. La rueda gira simultáneamente a 

ω2 = 2 rad/seg alrededor de su eje como se indica; 

ambas rapideces son constantes. El insecto se 

desplaza hacia adentro sobre un rayo de la rueda a 

0.2 plg/seg y aumentando a razón de 0.1 plg/seg2, 

ambas magnitudes con relación al rayo. Para el 

instante mostrado, encuentre: a) la velocidad 

angular de la rueda  y b) la aceleración del insecto. 

 
 

 

Solución 

1).- Movimiento del marco móvil rueda ℜ y del punto base C: 

 

ki 32 +=+=
ℑ

ℜ
ℑ

ℜ β
β

ωωω   (rad/seg) 

 

jixkx 623 === ℜ
ℑℑ

ℜ
β

β ωωω&  (rad/seg2) 

 

jixkrxV OCC 1553 ===
ℑℑ

βω   (plg/seg) 








=
ℑℑℑ

OCC rxxa ββ ωω     →     ijxkaC 45153 −==
ℑ

  (plg/seg2) 

2).- Movimiento del insecto I respecto a la rueda ℜ: 

 

krCI −=   (plg) ,  kV I 2.0=
ℜ

  (plg/seg)    y    ka I 1.0=
ℜ

 (plg/seg2) 

 

3).- Movimiento del insecto I en el marco ℑ: 

 

( ) ( ) kkxkijVrxVV IICCI 2.03215 +−++=++=
ℜℑ

ℜ
ℑℑ

ω  

 

kjV I 2.017 +=
ℑ

  (plg/seg)         →     001.17=
ℑ
IV   plg/seg 

ℜℜℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑℑ
++





++= IICIICCI aVxrxxrxaa ωωωω 2&  

 

( ) ikxjrx IC 66 −=−=
ℑ

ℜω&    (plg/seg2) 

P1-18 
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( ) kijxkirxx IC 46232 +−=+=






ℑ
ℜ

ℑ
ℜ ωω  (plg/seg2) 

 

( ) jkxkiVx I 8.02.0642 −=+=
ℜℑ

ℜω   (plg/seg2) 

 

( ) ( ) kjia I 41.08.06645 ++−−−−=
ℑ

 

 

kjia I 1.48.057 −−−=
ℑ

  (plg/seg2)      →    15.57=
ℑ

Ca   plg/seg2  

 

1-19.- La grúa ℜ en la figura gira alrededor de la 

vertical con ωV = 0.2 rad/seg constante y 

simultáneamente un aguilón ℘ de 50 pies de 

longitud se levanta con rapidez creciente ωH = 0.1 

t rad/seg. Los ejes (x,y,z) están fijos a la grúa ℜ en 

O y el aguilón tiene la dirección del eje “y” 

cuando t = 0. Halle, cuando el aguilón forma un 

ángulo de 60° con la horizontal: a) 
ℑ

℘ω  y 
ℑ

℘α   

y  b) usando coordenadas esféricas en ℜ, 
ℑ

PV  y 

ℑ
Pa . 

 

 

 

Solución 

1).- Cálculo del movimiento angular de β: 
 

VH ωωωωω +=+=
ℑ

ℜ
ℜ

℘
ℑ

℘                               (1) 

}0

ℜ
℘

ℜ
℘

ℑ
ℜ

ℜ
℘

ℑ
℘ ++= ωωωωα && x                               (2) 

 

a).- Cálculo del movimiento angular de Hω  en γ = 60°: 

∫∫ =→==
t

H dttdt
dt

d

0

3

0
1.01.0

π

γ
γ

ω      →   58.405.0
3

2 =→= tt
π

  seg 

 

Luego: 

 

ℜ 

 

P1-19 
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 y 

ℑ 
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θ

re

θe

φe

r

458.0=Hω   rad/seg    y   1.0=Hω&   rad/seg2  

 

b).- Cálculo del movimiento angular de β en (1) y (2), para t = 4.58 seg: 

 

ki 2.0458.0 +=
ℑ

℘ω    (rad/seg)           (3) 

 

5.0499.0 ≅=
ℑ

℘ω  rad/seg 

 

jiixki 916.01.0458.02.01.0 +=+=
ℑ

℘α   (rad/seg2)                    (4) 

136.0=
ℑ

℘α   rad/seg2  

 

2).- Cálculo del movimiento de P usando coordenadas esféricas en ℜ.- 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios que definen 

las coordenadas esféricas (ver figura P1-19a) e 

identificación de los parámetros que definen el 

movimiento: 

 

0

0

/1.0

/458.0

30

0

0

50

2 =

=

−=

−=

°=

=

=

=

φ

φ

θ

θ

θ

&&

&

&&

&

&&

&

segrad

segrad

r

r

piesr

 

 

b).- Cálculo  de la velocidad y aceleración de P en ℜ: 

 

( ) θθθθ eeerVP 9.22458.050 −=−==
ℜ

&   (pie/seg) 

 

θθθθ eeerera rrP 548.102 −−=+−=
ℜ

&&&   (pie/seg2) 

 

c).- Cálculo del movimiento angular del marco móvil ℜ y del punto base O, usando coordenadas esféricas 

en ℜ, ya definido: 

Si: 

 

θθθθθ eeeseneesenek rrr 5.0866.03030coscos −=°−°=−=  

 

θθθθ eeeesenj rr 866.05.0cos +=+=  

P1-19a 
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φei −=  

 

También: 

 

( ) θθω eeee rr 1.01732.05.0866.02.0 −=−=
ℑ

ℜ   (rad/seg) 

 

0=
ℑ

ℜα  

 

φω eijxkrxV AOO 8.08.042.0 =−===
ℑ

ℜ
ℑ

  (pie/seg) 

 

( ) jixkrxxa AOO 16.08.02.0 −=−=




=

ℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ

ωω  

 

θeea rO 139.008.0 −−=
ℑ

  (pie/seg2) 

 

d).- Cálculo del movimiento de P en ℑ: 

 

ℜℑ
ℜ

ℑℑ
++= POPOP VrxVV ω  

 

( ) θθφ eexeeeV rrP 9.22501.01732.08.0 −−+=
ℑ

 

φθ eeVP 8.59.22 +−=
ℑ

  (m/seg)      →   623.23=
ℑ

PV   pie/seg 

}

ℜℜℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑℑ
++





++= PPOPOPOP aVxrxxrxaa ωωωα 2

0

 

 

( ) θφθωω eeexeerxx rrOP 866.05.051.01732.0 −−=−=






ℑ
ℜ

ℑ
ℜ  (pie/seg2) 

 

( ) ( ) φθθω eexeeVx rP 93.79.222.03464.02 −=−−=
ℜℑ

ℜ  (pie/seg2) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) φθ eeea rP 93.75866.0139.048.105.008.0 −−−−+−−−=
ℑ
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φθ eeea rP 93.7005.606.11 −−−=
ℑ

  (pie/seg2) 

 

875.14=
ℑ

Pa   pie/seg2  

 

 

1-20.- Una partícula P se mueve con una aceleración 

relativa constante ao = 3 m/seg2 de A hacia B, en la 

ranura AB de un disco giratorio vertical. En el 

instante mostrado (ver figura), la partícula está en B 

con una rapidez de Vo =10 m/seg a lo largo de A a B, 

el disco está girando, respecto a su eje horizontal con 

una rapidez angular constante ωD = 15 rad/seg. El eje 

horizontal está rígidamente unido a un eje vertical 

que gira con una velocidad angular constante ωo = 1 

rad/seg. Determine la velocidad y aceleración de P, 

para el instante considerado, si: h = 3 m y R = 5 m. 

 

 

Solución 

1).- Movimiento del marco móvil disco ℜ y del punto base o conveniente D: 

 

jiOD
OD

+−=+=
ℑ

ℜ
ℑ

ℜ 15ωωω   (rad/seg) 

( ) kixjx OD
OD

1515 =−==
ℑ

ℜ
ℑ

ℜ ωωω&   (rad/seg2) 

kixjrxV ODODD 44 −===
ℑℑ

ω   (m/seg) 

( ) iira ODODD 442 −=−=−=
ℑℑ

ω   (m/seg2) 

 

2).- Movimiento de P en el marco móvil ℜ : 

 

kjrDP 34 −−=   (m),   jVP 10−=
ℜ

  (m/seg)   y    jaP 3−=
ℜ

  (m/seg2) 

 

3).- Movimiento de P en el marco inercial ℑ: 

 

( ) ( ) jkjxjikVrxVV PDPDP 1035154 −−−+−+−=++=
ℜℑ

ℜ
ℑℑ

ω  

kjiVP 71553 +−−=
ℑ

  (m/seg)   →   96.89=
ℑ

PV   m/seg 

ℜℜℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑℑ
++





++= PPDPDPDP aVxrxxrxaa ωωωω 2&  

•  

 
ℑ 

ℜ 

P1-20 
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( ) ikjxkrx DP 753515 =−−=
ℑ

ℜω&   (m/seg2) 

( ) ( ) kjikjixjirxx DP 6781125757545315 ++=+−−+−=






ℑ
ℜ

ℑ
ℜ ωω   (m/seg2) 

 

( ) ( ) kjxjiVx P 300102302 =−+−=
ℜℑ

ℜω   (m/seg2) 

 

kjiaP 9781128146 ++=
ℑ

  (m/seg2)   →   06.1500=
ℑ

Pa   m/seg2 

 

1-21.- En el instante que se ilustra, la varilla AB 

gira en torno del eje Z con una velocidad angular ω1 

= 4 rad/seg y una aceleración angular 1ω&  = 3 

rad/seg2 . En ese mismo instante, la varilla circular 

sufre un movimiento angular de ω2 =2 rad/seg y 

2ω& = 8 rad/seg2 en relación con la varilla AB como 

se ilustra. Si el collarín D se mueve hacia abajo en 

torno de la varilla circular con rapidez de 3 plg/seg, 

la cual se incrementa a 8 plg/seg2. Determine la 

velocidad y aceleración del collarín en el instante 

mostrado. 

 

Solución 

1).- Movimiento del marco móvil varilla circular y 

del punto conveniente o base C: 

ki 4221 +=+= ωωω   (rad/seg) 

 

iixkkx 82432211 ++=++= ωωωωω &&&    →   kji 388 ++=ω&    (rad/seg2) 

 

kjR 45 −=  (plg) 

( ) ( ) ( )kxkijxkrxrxR BCAB 44254211 −++=++= ωωω
&

  →  jiR 820 +−=
&

  (plg/seg) 

 

( ) ( )BCBCABABBCBCB rxxrxrrxrxxrxaR ωωωωωωωω ++−=++= &&&&& 2

11  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]kxkixkikxjijjxkR 4424248831653 −+++−++−=
&&

 

( ) ( ) kjikjiR 16167316483232329 +−−=+−+++−=
&&

  (plg/seg2) 

2).- Movimiento de D en el marco móvil varilla circular: 

P1-21 

ℑ 

C 

D 
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i4=ρ   (plg) 

 

k3−=ρ&   (plg/seg) 

 

( ) kiik 825.2
4

9
8 −−=−+−=ρ&&   (plg/seg2) 

 

3).- Movimiento de D respecto al marco inercial ℑ: 

 

( ) ( )kixkijixRVD 3442820 −++++−=++= ρρω &&
 

 

kjiVD 32420 −+−=   (plg/seg) 

 

( ) ρρωρωωρω &&&&&&
++++= xxxxRaD 2  

 

( ) kjixkjix 32124388 −=++=ρω&   (plg/seg2) 

 

( ) ( ) kijxkixx 32641642 +−=+=ρωω   (plg/seg2) 

 

( ) ( ) jkxkix 123842 =−+=ρω &   (plg/seg2) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) ( ) kjiaD 32328161212166425.273 +−−+++−+−−−=  

 

kjiaD 8825.139 ++−=   (plg/seg2) 

 

1-22.- El tablón ℜ resbala sobre el piso en A y sobre el bloque ℘ en Q. El bloque ℘ se mueve hacia la 

derecha con una velocidad constante de 6 pies/seg, mientras que el extremo A del tablón se mueve hacia a 

la izquierda con una velocidad constante de 4 pies/seg. Para la posición mostrada en la figura, encuentre la 

velocidad angular del tablón. 

 

 

 

 

 

 

 

P1-22 

℘℘℘℘ 

ℑ 

 ℜ 
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Solución 

 

Marco móvil el tablón, Q tiene un movimiento lineal respecto al tablón y Q ∈℘.- 

 

1).- Velocidad del marco móvil y del punto base A (XY): 

 

kωω =  

iR 4−=
&

  (pie/seg) 

 

2).- Movimiento de Q respecto al marco móvil: 

 

ji 512 +=ρ  (pies) 

 









+= ji
13

5

13

12
ρρ &&   (pie/seg) 

 

3).- Movimiento de Q respecto al marco inercial tierra: 

 

iVQ 6=   (pie/seg)                     (1) 

 

También: 

( ) 







++++−=++= jijixkixRVQ
13

5

13

12
5124 ρωρρω &&&

 

 

jiVQ 







++








−−= ωρωρ 12

13

5
54

13

12
&&                   (2) 

 

(1)= (2), igualando componentes y operando:  

 

ωρωρ 5
13

12
1054

13

12
6 −=→−−= &&                   (3) 

 

ωρωρ
5

13*12
12

13

5
0 −=→+= &&                   (4) 

 

(4) en (3): 

 

347.0
5*13

13*12
10

2

−=→−= ωω   rad/seg 

 

X 

Y 
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k347.0−=ω   (rad/seg) 

 

1-23.- En la figura VA = 5 plg/seg  (←) y AV
dt

d
= 8 

plg/seg2. Si la barra AB permanece en contacto con el 

escalón y con la superficie curva, encuentre su 

aceleración angular. Sugerencia: considere al punto 

Q (fijo al escalón) como el punto móvil y note que Q 

se mueve sobre una recta relativa a la barra ℜ. 
 

Solución 

De acuerdo a lo anunciado la barra será el marco móvil, que hace que Q tenga un movimiento lineal con 

respecto a este marco. 

 

1).- Movimiento del marco móvil ℜ y del punto base A: 

 

kωω =
ℑ

ℜ    (rad/seg)       y       kαα =
ℑ

ℜ    (rad/seg2) 

 

iVA 5−=   (plg/seg)    y   jijiaA 125.388
8
25 +−=+−=     (plg/seg2) 

 

2).- Movimiento de Q respecto al marco de referencia móvil ℜ: 

 

jirAQ 68 +−=   (plg) 

 

( )jiVV QQ 5
3

5
4 −=

ℜℜ

   (plg/seg) 

 

( )jiaa QQ 5
3

5
4 −=

ℜℜ

  (plg/seg2) 

 

3).- Movimiento de Q respecto al marco inercial ℑ: 

 

a).- Velocidad de Q: 

 

ℜℑ
ℜ

ℑ

++= QAQAQ VrxVV ω       →         ( ) ( )jiVjixkiV QQ 5
3

5
46850 −++−+−==

ℜℑ

ω  

 

jViV QQ 







+−








+−−=

ℜℜ 5

3
8

5

4
650 ωω  

 

Igualando componentes y operando: 

 

ℜ 

ℑ 

ℑ 

 

 

P1-23 
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ℜ

+= QV
5

3
80 ω      →    ω

3

40
−=

ℜ
QV   →  ω65

5

4
0 −−=

ℜ
QV   →  ωω 65

15

160
0 +++=  

 

3.0−=ω   rad/seg   y    4=
ℜ

QV   plg/seg 

 

b).- Aceleración de Q: 

 

ℜℜℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℑ

++−+= QQAQAQAQ aVxrrxkaa ωωα 22
 

 

jaia QQ 







−+−−+








+++−−=

ℜℜ

6.092.1054.08125.38.044.1072.0680 αα  

 

Igualando componentes y operando: 

 









=−

ℜ

488.668.0*8 αQa  

 









=+

ℜ

991.486.0*6 αQa  

 

185.885.8110 =→=
ℜℜ

QQ aa   plg/seg2  

 

Luego: 

 

01.0=α  rad/seg2  

 

1-24.- La posición de la punta de la aguja A 

está controlada por el robot aquí mostrado. En 

la posición indicada la punta se mueve a una 

velocidad constante u = 180 mm/seg relativa 

al solenoide BC. Al mismo tiempo el  brazo 

CD gira a una velocidad angular constante  ω2 

= 1.6  rad/seg  con respecto a la componente 

DEG. Sabiendo que el robot completo gira 

alrededor del eje X a una velocidad angular 

constante ω1 = 1.2  rad/seg, determínese, la 

velocidad y aceleración de A para el instante 

mostrado. 

Solución 

1).- Movimiento del marco móvil Solenoide y del punto base o conveniente C.- 

 

ℑ 

P1-24 

X 
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a).- Movimiento del marco móvil: 

 

ji 6.12.121 +=+= ωωω   (rad/seg) 

 

kjxix 92.16.12.121 === ωωω&    (rad/seg2) 

 

b).- Movimiento del punto base C: 

 

kjiR 6.03.05.0 ++−=   (m) 

 

i).- Movimiento del marco intermedio DEG y del punto conveniente D: 

 

iDE 2.11 == ωω   y    0=DEω&  

 

( ) kjixirxV DDED 36.03.05.02.1 =+−== ω    (m/seg) 

 

( ) jkxirxxa DDEDED 432.036.02.1 −=== ωω   (m/seg2) 

 

ii).- Movimiento del punto base C en el marco intermedio DEG: 

 

kC 6.0=ρ   (m) 

 

ikxjx CC 96.06.06.12 === ρωρ&   (m/seg) 

 

( ) kixjxx CC 536.196.06.122 −=== ρωωρ&&    (m/seg2) 

 

iii).- Movimiento de C en el marco primario ℑ: 

 

ikxikxVR CCDED 96.06.02.136.0 ++=++= ρρω &&
 

 

kjiR 36.072.096.0 +−=
&

   (m/seg) 

 

( ) CCDECDEDED xxxaR ρρωρωω &&&&&
+++= 2  

 

( ) kixijxijR 536.196.04.272.02.1432.0 −+−+−=
&&

 

 

kjR 4.2432.0 −−=
&&

  (m/seg2) 
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2).- Movimiento de A en el marco móvil solenoide BC: 

 

iA 25.0−=ρ   (m)   ,   iuA 18.0−==ρ&   (m/seg)   y  0=ρ&&  

 

3).- Movimiento de A en el marco primario ℑ: 

 

AAA xRV ρρω &&
++=  

 

( ) ( ) iixjikjiVA 18.025.06.12.136.072.096.0 −−+++−=  

 

kjiVA 76.072.078.0 +−=   (m/seg)    →   3.1=AV   m/seg 

 

( ) ρρωρωωρω &&&&&&
++++= AAAA xxxxRa 2  

 

( ) jixkx A 48.025.092.1 −=−=ρω&   (m/seg2) 

 

( ) ( ) ijkxjixx A 64.048.04.06.12.1 +−=+=ρωω   (m/seg2) 

 

( ) ( ) kixjix A 576.018.02.34.22 =−+=ρω &    (m/seg2) 

 

( ) ( ) kjiaA 4.2576.048.048.0432.064.0 −++−−=  

 

kjiaA 824.1392.164.0 −−=   (m/seg
2
) 

 

1-25.- La rotación del brazo OP está controlada por el 

movimiento horizontal del vástago ranurado vertical. 

Si 2.1=X&  m/seg  y 9=X&&  m/seg2  cuando 

50=X  mm, hallar θ&   y  θ&&  en ese instante. 

Usando coordenadas cartesianas. 

   

 

 

   Solución 

1).- Gráfico para un instante cualquiera (ver figura 

P1-25a): 

 

 

 

P1-25 

X 

ℑ ℑ 

ℑ 
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O

θ

0.
1 
m

X

Y

 

Si: 

 

θθ senX
X

sen 1.0
1.0

=→=           (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2).- Derivando respecto al tiempo dos veces (1), y 

despejando θ&   y  θ&& : 

 

θ
θθθ

cos1.0
cos1.0

X
X

&
&&& =→=         (2) 

 

θ

θθ
θθθθθ

cos1.0

1.0
cos1.01.0

2
2

&&&
&&&&&&& senX

senX
+

=→+−=     (3) 

 

3).- Para el caso especifico de : 05.0=X  m , 2.1=X&  m/seg, y 9=X&&  m/seg2 .- 

 

En (1): 

 

°=→== 305.0
1.0

05.0
θθsen  

 

En (2): 

 

86.13
30cos1.0

2.1
=

°
=θ&   rad/seg 

 

En (3): 

 

84.214
30cos1.0

86.13*301.09 2

=
°

°+
=

sen
θ&&   rad/seg2  

 

P1-25a 
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1-26.- Los pasadores A y B deben permanecer 

siempre en la ranura vertical del yugo C, el cual 

se mueve para X = 1.5 m,  hacia a la derecha a 

una velocidad de 2 m/seg y aceleración de 3 m 

/seg2 (constante), partiendo del reposo cuando X 

= 0, tal como se muestra en la figura. Además, 

los pasadores no pueden abandonar la ranura 

elíptica. a) ¿Cuál es la velocidad a la que los 

pasadores se aproximan una a otra? y b) ¿Cuál es 

el ritmo de cambio de la velocidad de 

acercamiento entre los pasadores? 

 

 

Solución 

1).- Por intersección de trayectorias: 

 

Si: 

 

1
23 2

2

2

2

=+
YX

                                (1) 

} }
22

0

0

0

0
2

3

2

1
tXtXtXXX =→++= &&&       (2) 

 

Derivando (1) y (2) respecto al tiempo dos veces: 

 

0
23 22

=+
YYXX &&

          (3) 

 

tX 3=&           (4) 

 

0
23 2

2

2

2

=
+

+
+ YYYXXX &&&&&&

        (5) 

3=X&&  m/seg2           (6) 

 

3).- Para el caso especifico de : 5.1=X  m , 2=X&  m/seg , y 3=X&&  m/seg2 para B y A. 

 

En (1): 

 

732.11
23

5.1
2

2

2

2

=→=+ BY
Y

 m   y    732.1−=AY   m 

 

ℑ 

P1-26 
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θ

φ

φ

En (3): 

 

77.00
2

732.1

3

2*15
22

−=→=+ B
B Y
Y &
&

 m/seg  y  77.0=AY
&   m/seg 

 

En (5): 

 

52.20
2

77.0732.1

3

23*5.1
2

2

2

2

−=→=
+

+
+

B
B Y
Y &&
&&

 m/seg2    y   52.2=AY
&& m/seg2  

 

4).- Cálculo de la velocidad y aceleración de acercamiento entre A y B, que se da en la dirección vertical: 

 

( ) 54.177.077.0 =−−=−=→+= BA
B
A

B
ABA YYYYYY &&&&&&   m/seg 

 

( ) 04.552.252.2 =−−=−=→+= BA
B
A

B
ABA YYYYYY &&&&&&&&&&&&   m/seg2  

 

 

 

1-27.- La rotación de la biela OA está gobernada por 

el émbolo del cilindro hidráulico BC, el cual se 

extiende a la velocidad constante Ks =&  durante un 

intervalo del movimiento. Obtener la expresión 

vectorial de la velocidad y aceleración del extremo A 

para un valor de θ dado, empleando los vectores 

unitarios te  y ne  de las coordenadas naturales. 

 

 

 

 

 

 

Solución 

1).- Cálculo del movimiento angular de OA: 

 

Si: 

b

s
sen

b
sen

S

2
2

2
2 =→= θθ        (1) 

Derivando (1) dos veces, respecto al tiempo: 

2

2
cos22

*cos
θ

θ θ
θ

b

K

b

s
=→= &&&

  (2) 

P1-27 

l  ne  

te   

 

ℑ ℑ 

P1-27a 
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θ

0.15 m

z

ρ

A

ρ

θ

O

}

2
2

2

2

22

2

0

2

22
cos222

cos
θ

θ
θθθ

θ
θ

θ
θ

tg

b

K
tg

b

s
sen ==→=−

&
&&&&&

&&     (3) 

 

2).- Cálculo del movimiento de A en las coordenadas naturales pedido: 

 

ttA e
b

K
eV

2cos θ
θ

l
l& ==   (Unidades de velocidad) 









+=+= ntntA eetg

b

K
eea 2

2
22

2
2

2

1

cos
θ

θ
θθ

l
l&l&&  (Unid. de aceleración) 

 

1-28.- El sector semicircular gira con una velocidad 

angular antihoraria constante ω = 3 rad/seg. 

Simultáneamente, el brazo ranurado OC oscila 

alrededor de la recta OB (fijo en el sector) de modo 

que θ varia constantemente a razón de 2 rad/seg, 

salvo al final de cada oscilación cuando se invierte el 

movimiento. Hallar la aceleración total del pasador A 

cuando θ = 30° y θ&  es positiva (horario); usando 
coordenadas polares en el sector, para el instante 

pedido. 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios que definen 

las coordenadas polares (ver figura P1-28a): 

 

2).- Movimiento del marco móvil sector semicircular 

y del punto base “O”: 

 

Ze3−=ω  rad/seg   y  0=ω&  

 

0==
ℑℑ

OO aV  

 

3).- Movimiento de A respecto al marco móvil.- 

 

a).- Identificación de los parámetros que definen el movimiento en las coordenadas polares: 

 

θρ
θ

ρ sec15.0
cos

15.0
=→=        (1) 

 

θθθρ && tgsec15.0=          (2) 

ℑ P1-28 

P1-28a 
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( )θθθθθθθθρ &&&&&& tgtg secsecsec15.0 2322 ++=      (3) 

 

Para el caso especifico de: 2,30 =°= θθ &  rad/seg, y 0=θ&&  en (1), (2), y (3): 

 

173.0=ρ  m,    2.0=ρ&   m/seg    y   155.1=ρ&&   m/seg2  

 

2=θ&   rad/seg    y   0=θ&&  

 

b).- Cálculo del movimiento: 

 

ρerOA 173.0=  

 

θρθρθρ θρρ eeeeeeV
OC
A 346.02.02*173.02.0 +=+=+= &&  (m/seg) 

 

( ) ( ) θρθρ θρθρρ eeeea
OC
A 2*2.0*24*173.0155.122 +−=+−= &&&&&  

 

θρ eea
OC
A 8.0463.0 +=   (m/seg2 ) 

4).- Cálculo de la aceleración de A respecto al marco ℑ : 

 

OC
AOA

OC
AA Vxraa ωω 22 +−=

ℑ
 

 

( )θρρθρ eexeeeea ZA 346.02.06173.0*98.0463.0 +−−+=
ℑ

 

 

( ) ( ) θρ eeaA 2.18.0076.2557.1463.0 −++−=
ℑ

 

 

θρ eeaA 4.0982.0 −=
ℑ

  (m/seg2)       →    06.1=
ℑ
Aa   m/seg2  

 

1-29.- La manivela OB gira, en sentido 

horario, con una velocidad constante ωo = 5 

rad/seg., usando coordenadas polares y/o 

naturales para B. Hallar, en el instante en que 

θ = 90°, la aceleración angular de la barra BD 

que desliza por el collarín que pivota en “C”. 

 

Solución 

 

ℑ ℑ 

P1-29 
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O

B

C
φ

φ

0.60m.

0.25m.

0.6
5m

.

eφ

eρ

et

en

1).- Orientación de los vectores unitarios, que 

definen las coordenadas polares y naturales 

(ver figura P1-29a), para θ = 90º: 

 

°=→= 62.22
6.0

25.0
φφtg  

 

nt esenee φφρ −= cos  

 

nt eesene φφφ cos−−=  

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de 

B, tomando como punto de referencia “O” y 

usando coordenadas naturales: 

      

tttoB eeerV 25.125.0*5 === ω   (m/seg)      (1) 

 

nnnoB eeera 25.625.0*252 === ω   (m/seg2)     (2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de B, tomando como punto de referencia C y usando coordenadas 

polares: 

( ) ( )ntntnB eeseneseneeeV φφφφφρφρρ ρ cos65.0cos −−+−=+= &&&&  

 

( ) ( ) ntB esenesenV φφφρφφφρ cos65.065.0cos &&&& +−−=     (3) 

 

(3)= (1), igualando componentes y operando: 

φφφρ cos65.0 && −=sen  

25.165.0cos += φφφρ sen&&  

        
6.0

25.0

25.165.0

cos65.0
=

+

−
=

φφ

φφ
φ

sen
tg

&

&
 

( ) 74.0312.01625.0cos39.0 −=→−=+ φφφφ && sen   rad/seg 

 

También: 

 

( ) 1544.162.22cos74.065.062.22 =→°−−=° ρρ && sen   m/seg 

 

Si: 

( )( ) ( )( )ntntB eesenesenea φφφρφρφφφρρ cos2cos2 −−++−−= &&&&&&&  

P1-29a 
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A

V

l
en

ez

eρ

α

et eφ

α

O

ρ 22 /261.5cos

/061.1cos

212.0453.0

segmsen

segm

msensen

−=−=

==

=°==

ααααρ

ααρ

αρ

l&l&&&&

l&&

l

( )
( )

( )
( ) ntB e

sen
e

sen
a













+

+−
−













+

−−
=

φφρφρ

φφρρ

φφρφρ

φφρρ

cos22

cos 22

&&&&

&&&

&&&&

&&&
     (4) 

 

(4)= (2), igualando componentes y operando: 

 

( ) ( ) φφρφρφφρρ sen&&&&&&& +=− 2cos2
 

( ) ( ) 25.6cos22 −+−=− φφρφρφφρρ &&&&&&& sen  

      
( )

( ) 6.0

25.0

2

25.6cos2
=

+

−+−
=

φφρφρ

φφρφρ
φ

sen
tg

&&&&

&&&&
 

 

φφρφφρφφρφφρ cos2*6.075.32*25.025.0cos6.0 &&&&&&&&& −−−=+ sensen  

 

249.6
4225.0

75.311.1
−=

−
=φ&&   rad/seg2  

25.6≅= φα &&
�  rad/seg2  

 

1-30.- Un regulador de bolas tiene los siguientes 

datos en el instante de interés: ω = 0.2 rad/seg,  

ω& = 0.04 rad/seg2 , α = 45° , α& = 5 rad/seg , y 

α&& = 0.2 rad/seg2 . Determinar para el instante 

mencionado los vectores velocidad y aceleración 

de la esfera A, utilizando las coordenadas 

cilíndricas, si l = 0.3 m. 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios (ver 

figura P1-30a) e identificación de los 

parámetros que definen el movimiento: 

 

 

P1-30 

ℑ 

l  

l  

l  

 
l  

B A 

P1-30a 
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O

eφ

R

P

eθ

er

β

2/04.0

/2.0

segrad

segrad

==

==

ωθ

ωθ

&&&

&
  y   

22 /346.5cos

/061.1453.0*5

cos

segmsenZ

segmsensenZ

Z

=+=

=°==

−=

αααα

αα

α

l&l&&&&

l&&

l

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A: 

 

ZZA eeeeZeeV 061.12.0*212.0061.1 ++=++= θρθρ θρρ &&  

 

ZA eeeV 061.10424.0061.1 ++= θρ   (m/seg) 

 

( ) ( ) ZA eZeea &&&&&&&&&& +++−= θρ θρθρθρρ 22
 

 

( ) ( ) ZA eeea 346.504.0*212.02.0*061.1*22.0*212.0261.5 2 +++−−= θρ  

 

ZA eeea 346.54329.0269.5 ++−= θρ  (m/seg2) 

 

1-31.- La varilla OA se mantiene con un ángulo 

constante β = 30° y gira alrededor de la vertical con 
celeridad de 120 RPM. Simultáneamente el cursor P 

oscila a lo largo de la varilla a una distancia variable 

del pivote fijo O dada en milímetros por R = 400 + 

100 sen2π n t, donde la frecuencia de oscilación n a 
lo largo de la varilla, es constante e igual a 2 ciclos 

por segundos, y el tiempo se mide en segundos. 

Calcular la aceleración del cursor en el instante en 

que su velocidad  R&  a lo largo de la varilla sea 

máxima. Usando coordenadas esféricas.  

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios (ver figura 

P1-31a) e identificación de los parámetros que 

definen el movimiento en coordenadas esféricas: 

 

ntsennRr

ntnRr

ntsenRr

ππ

ππ

π

2400

2cos200

2100400

22−==

==

+==

&&&&

&&  

 

Para maxR& : 12cos =ntπ  y 02 =ntsen π  

 

Luego: 

ℑ P1-31 

P1-31a 
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Y

O

O

A X

P

 

0

/257.12**2.0

4.0

=

==

=

r

segmr

mr

&&

& π  y 

0

/4*120

0

0

30
30

=

==

=

=

°==

φ

πφ

θ

θ

βθ π

&&

&

&&

&

segrad

 

 

2).- Cálculo de la aceleración de P, para maxR&  : 

φθ θφθθφθφ esenresenresenra rP
&&&& 2cos222 ++−−=  

 

( ) ( ) φθ πππ eeea rP 5.0*4*257.1*2866.0*5.044.025.044.0
22

+−−=  

 

φθ eeea rP 796.1535.27791.15 +−−=  

 

311.35=Pa   m/seg2  

 

1-32.- Por una tubería curva AB que gira con una 

velocidad angular constante de 90 RPM fluye agua. 

Si la velocidad constante de ésta respecto a la 

tubería es 8 m/seg, hallar la aceleración total de una 

partícula de agua en el punto P. 

 

 

 

Solución 

Marco móvil tubería curva AB. 

1).- Movimiento del marco móvil y del punto base “O’ ”: 

 

kkkAB 425.93
30

*90 −=−=−=
ℑ

π
π

ω  (rad/seg) 

 

 

   y   0=
ℑ

ABω&  

 

'' AOABO rxV
ℑℑ

= ω  

( ) jixkVO 71.45.03' =−−=
ℑ

π   (m/seg) 

 

'

2

' AOABO ra
ℑℑ

−= ω    →   ( ) iiaO 41.445.082.88' =−−=
ℑ

  (m/seg2) 

ℑ 

ω 

 

P1-32 

O 

X 

Y 

P1-32a 
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Y

X

2).- Movimiento de P respecto al marco móvil: 

 

jr PO 5.0' =   (m),   iV
AB

P 8−=   (m/seg)  y  jja
AB

P 128
5.0

82

−=−=   (m/seg2 ) 

 

3).- Movimiento de P respecto al marco inercial: 

 

AB
PABPOABO

AB
PP Vxraaa

ℑℑℑℑ
+−+= ωω 2'

2

'  

 

( ) ( )ixkjijaP 885.185.0425.941.44128 2 −−−+−=
ℑ

 

 

jiaP 62.2141.44 −=
ℑ

  (m/seg2 ) 

 

1-33.- Hallar la aceleración angular de la barra 

EC en la posición representada, con 2== βω &  

rad/seg y 6=β&&  rad/seg2 cuando θ = β = 60° . 

La clavija A es solidaria de la barra EC. La 

ranura circular de la manivela DO tiene un radio 

de curvatura de 150 mm. En la posición de la 

figura, la tangente a la ranura en el punto de 

contacto es paralela a AO. 

 

 

Solución 

Marco móvil DO y Q pertenece a OD, pero 

coincidente con A. 

 

1).- Cálculo de la velocidad de A respecto a OD y la 

velocidad angular de CE (∆ OCA es equilátero).- 

 

a).- Velocidad de A tomando como punto de 

referencia O en ℑ. 

 

Si: 

ℑℑ
+= Q

OD
AA VVV                    (1) 

 

( )jiVV
OD
A

OD
A 866.05.0 −=  

( ) jijixkrxV OQQ 15.026.0866.05.015.02 +=+−−==
ℑ

ω  

ℑ ℑ 

P1-33 
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b).- Velocidad de A tomando como punto de referencia  C en ℑ: 

 

( ) ( )jijixkrxV CECECACEA 075.013.0866.05.015.0 −=+−==
ℑ

ωωω   (2) 

 

(1)= (2): 

 

( ) ( ) jijiVji
OD
ACE 15.026.0866.05.0075.013.0 ++−=−ω  

 

Igualando componentes y operando: 

 

26.05.013.0 +=
OD
ACE Vω  

15.0866.0075.0 +−=−
OD
ACE Vω  

26.05.026.05.1
15.0866.0

26.05.0
733.1 +=−→

+−

+
=−

OD
A

OD
A

OD
A

OD
A

VV
V

V
 

 

52.0=
OD
AV   m/seg 

 

4
13.0

26.052.0*5.0
=

+
=CEω   rad/seg 

 

2).- Cálculo de la aceleración angular de CE: 

 

a).- Aceleración de A tomando como punto de referencia O en ℑ: 

 

OD
AQ

OD
AA Vxaaa ω2++=

ℑℑ
       (3) 

 

( ) ( )jijiaa t
OD
A 5.0866.0

15.0

52.0
866.05.0

2

−−+−=  

 

( ) ( ) jaiaa tt
OD
A 9.0866.056.15.0 +−−=   (m/seg2) 

 

( ) ( )jijixkaQ 866.05.015.0*4866.05.015.06 +−−+−−=
ℑ

 

 

jiaQ 07.008.1 −=
ℑ

  (m/seg2) 
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( ) jijixkVx
OD
A 04.18.1866.05.052.042 −−=−−=ω   (m/seg2)  

 

b).- Aceleración de A tomando como punto de referencia C en ℑ: 

  

( ) ( )[ ]jijixkaA 866.05.015.0866.05.015.0 2 +−+=
ℑ

ωα  

 

( ) ( ) jiaA 08.2075.02.113.0 −+−−=
ℑ

αα       (4) 

 

(3)= (4), igualando componentes y operando: 

 

8.108.156.15.02.113.0 −+−=−− taα  

 

α26.016.2 −=ta          (5) 

 

04.107.09.0866.008.2075.0 −−−−=−α  

 

93.055.11 +−= taα          (6) 

 

(5) en (6): 

 

( ) ααα 3018.2426.016.255.1193.0 +−=+−+=  

 

12=α   �  rad/seg2  

   

1-34.- Al manipular el halterio, la garra del 

mecanismo robótico lleva una velocidad angular 

constante ωP = 2 rad/seg en torno al eje OG con γ  
fijo en 60°. La totalidad del conjunto rota en torno 

al eje Z a la velocidad constante ω = 0.8 rad/seg y 

G se mueve respecto a O a una velocidad constante 

de 0.2 m/seg: Hallar la velocidad y aceleración de 

B para el instante mostrado, si a = 300 mm y OG = 

900 mm. Expresar los resultados en función de la 

orientación dada de los ejes x-y-z donde “y” es 

paralelo al  “Y”. 

 

Solución 

 

Marco móvil eje OG. 

 

B 

P1-34 ℑ 

 
ω 
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er

O

θ

eθ

eφ G

1).- Movimiento del marco móvil y del punto base G. 

 

a).- Del Marco móvil: 

 

( )kseniOG γγωω +−=
ℑ

cos     →       ( )kseniOG °+°−=
ℑ

6060cos8.0ω  

 

kiOG 69.04.0 +−=
ℑ

ω (rad/seg)   y   0=
ℑ

OGω&  

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de G, usando coordenadas esféricas: 

 

 

     

0

/8.0

0

0

30

0

/2.0

9.0 2

=

==

=

=

°=

=

=

=

φ

ωφ

θ

θ

θ

&&

&

&&

&

&&

&

segrad

r

segmr

mr

 

 

     y   

je

ie

ker

=

=

=

φ

θ  

 

i).- Cálculo de la velocidad de G: 

 

φθθφ eseneesenrerV rrG °+=+=
ℑ

308.0*9.02.0&&  

 

kjeeV rG 2.036.036.02.0 +=+=
ℑ

φ   (m/seg) 

 

ii).- Cálculo de la aceleración de G: 

 

φθ θφθθφθφ esenresenresenra rG
&&&& 2cos222 +−−−=

ℑ
 

 

φθ eeea rG 5.0*8.0*2.0*2866.0*5.0*8.0*9.05.0*8.0*9.0 222 +−−=
ℑ

 

 

kjieeea rG 144.016.0249.016.0249.0144.0 −+−=+−−=
ℑ

φθ (m/seg2) 

 

2).- Movimiento de B respecto a OG: 

 

P1-34a 
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irGB 3.0−=  (m) 

 

( ) jixkrxV GBP
OG
B 6.03.02 −=−== ω   (m/seg) 

 

( ) iira GBP
OG
B 2.13.042 =−−=−= ω   (m/seg2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de B en el marco inercial ℑ : 

 

GBOGG
OG
BB rxVVV

ℑℑℑ
++= ω                    (1) 

 

( ) ( ) jixkirx GBOG 207.03.069.04.0 −=−+−=
ℑ

ω  ( rad/seg) 

 

En (1): 

 

kjjkjjVB 2447.0207.02.036.06.0 +=−++−=
ℑ

  (m/seg) 

 

05.2=
ℑ

BV   m/seg 

OG
BOGGBOGOGG

OG
BB Vxrxxaaa

ℑℑℑℑℑ
+




++= ωωω 2                 (2) 

 

( ) ( )jxkirxx GBOGOG 207.069.04.0 −+−=






ℑℑ

ωω  

 

kirxx GBOGOG 083.0143.0 +=






ℑℑ

ωω    (m/seg2) 

 

( ) ( ) kijxkiVx
OG
BOG 48.0828.06.038.18.02 +=−+−=

ℑ
ω  m(seg2) 

En (2): 

( ) ( ) kjiaB 48.0083.0144.016.0828.0143.0249.02.1 ++−++++−=
ℑ

 

 

kjiaB 419.016.0922.1 ++=
ℑ

  (m/seg2) 

974.1=
ℑ

Ba   m/seg2  
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θ

B

θ

b

a

y

x

1-35.- Se obliga a girar al brazo ranurado AOB 

alrededor del punto O, cuando se mueve el perno A 

a lo largo del carril horizontal. Para la posición que 

se muestra, establezca la relación entre la velocidad 

VB del perno B y la velocidad VA del perno. 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 

1).- Aprovechando las trayectorias (ver figura P1-

35a), que se conocen: 

 

a

X

X

a
tg =→= θθ cot         (1) 

θθ cotbY
Y

b
tg =→=       (2) 

 

(1) en (2): 

 

X
a

b
Y =           (3) 

 

 

2).- Cálculo de la relación de las velocidades de B 

y A, derivando (3), respecto al tiempo: 

 

AB V
a

b
VX

a

b
Y =⇒= &&  

 

 

 

1-36.- Un pasador está obligado a moverse dentro de una ranura circular de 6 m de radio. El pasador debe 

moverse también siguiendo una ranura recta que se mueve hacia a la derecha a una velocidad constante  V de 3 

m/seg, mientras se mantiene a un ángulo constante con la horizontal de 30º ¿Cuáles son la velocidad y 

aceleración del pasador A en el instante que se muestra? 

 

 

Solución 

 

1).- Por intersección de trayectorias: 

ℑ 

ℑ 
Y 

P1-35 

P1-35a 
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3622 =+YX               (1) 

 

 

 

( )tXbY 3
3

1
−+=              (2) 

 

 

 

2).- Derivando dos veces, respecto al tiempo (1) y (2): 

 

 

 

 

 

022 =+ YYXX &&          (3) 

 

( )3
3

1
−= XY &&                    (4) 

 

022 =+++ YYYXXX &&&&&&                   (5) 

 

XY &&&&

3

1
=                     (6) 

3).- Para el caso especifico de 196.5=X  m y 3=Y  m: 

 

En (3): 

 

03196.5 =+ YX &&  

 

Reemplazando (4): 

 

( ) 03
3

3
196.5 =−+ XX &&  

 

75.0196.593.6 =→= XX &&   m/seg 

 

En (4): 

 

P1-36 

ℑ 
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( ) 3.1375.0
3

1
−=−=Y&   m/seg 

 

jiVA 3.175.0 −=∴   (m/seg) 

 

En (5): 

 

033.1196.575.0 22 =+++ YX &&&&  

 

2525.23196.5 −=+ YX &&&&  

 

Reemplazando (6): 

 

2525.2
3

3
196.5 −=+ XX &&&&  

 

325.0−=X&&   m/seg2  

 

En (6): 

 

188.0
3

1
−== XY &&&&   m/seg2  

 

jiaA 188.0325.0 −−=∴   (m/seg2) 

 

1-37.- En el instante en que θ = 50º, la guía ranurada se 

está moviendo hacia arriba con una aceleración de 3 

m/seg2 y una velocidad de 2 m/seg. Usando 

coordenadas cartesianas, determine la velocidad angular 

y la aceleración angular de la barra AB en este instante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 

ℑ 

ℑ 

 

P1-37 
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B

θ

A

Y

X

r

x

y

1).- Por las condiciones geométricas, que presenta el 

sistema (ver figura P1-37a): 

 

 

θθ coscos rY
r

Y
=→=               (1) 

 

2).- Derivando dos veces (1) respecto al tiempo: 

 

ABsenrsenrY ωθθθ −=−= &&            (2) 

 

θθθθ &&&&& senrrY −−= 2cos  

 

ABAB senrrY αθωθ −−= 2cos&&            (3) 

 

 

 

 

3).- Para el caso específico de º50=θ , 3.0=r  m, 2−=Y&  m/seg  y  3−=Y&&  m/seg2.- 

 

En (2): 

 

( )
7.8

º503.0

2
=

−
−=−=

sensenr

Y
AB

θ
ω

&
  rad/seg 

 

kAB 7.8−=∴ ω   (rad/seg) 

 

En (3): 

 

( )
46.50

503.0

7.8*50cos3.03cos 22

−=
°

°−−−
=

−−
=

sensenr

rY AB
AB

θ

ωθ
α

&&
  rad/seg2  

 

kAB 46.50=∴ α   (rad/seg2) 

 

P1-37a 
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O ρ

P

eφ
eρ

V

ez

60°

1-38.- Se muestra un simple aspersor de jardín. 

El agua entra en la base y sale por el extremo a 

una velocidad de 3 m/seg respecto al rotor del 

aspersor. Además, ésta sale dirigida hacia 

arriba formando un ángulo de 60º como se 

muestra en el diagrama. El rotor tiene una 

velocidad angular de 2 rad/seg. Tomando 

como referencia el terreno ¿Cuáles son las 

componentes axial, transversal y radial de la 

velocidad y aceleración de una de las 

partículas del agua al salir del rotor? 

 

 

 

 

Solución 

 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios (ver 

figura P1-38a) e identificación de los 

parámetros que definen el movimiento: 

 

 

 

0

/2

0

/5.1º60cos3

3.0

=

==

=

==

=

φ

ωφ

ρ

ρ

ρ

&&

&

&&

&

segrad

segm

m

 

 

2/81.9

/6.2º603

segmZ

segmsenZ

−=

==

&&

&
 

 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de la partícula del agua que está saliendo: 

 

ZZP eeeeZeeV 6.22*3.05.1 ++=++= φρφρ φρρ &&&  

 

ZP eeeV 6.26.05.1 ++= φρ  (m/seg) 

 

ZP eZeea &&&&& ++−= φρ φρφρ 22
 

 

ZP eeea 81.92*5.1*24*3.0 −+−= φρ  

P1-38 

ℑ 

P1-38a 
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e

θ

A

C
et

2θ

s B

O

en

O

B

θ

C

e

eθ

θ

eρ

A

ρ

e

 

ZP eeea 81.962.1 −+−= φρ   (m/seg2) 

 

1-39.- El collarín A se mueve a lo largo de una guía 

circular de radio “e” al girar el brazo OB en torno a O. 

Determine los vectores velocidad y aceleración de A en 

función de θθθ &&&,,  y e; usando coordenadas: a) 

Naturales y b) Polares. 

 

 

 

Solución 

1).- Usando coordenadas Naturales o Coordenadas 

Tangencial y normal.- 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios que definen las 

coordenadas (ver figura P1-39a): 

 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A: 

Si: 

es θ2=  

 

es θ&& 2=  

 

es θ&&&& 2=  

 

Luego: 

 

θθ &&& eVeeesV AttA 22 =→==   (Unid. 

de Velocidad) 

ntn

c

tA eeeee
s

esa 2
2

42 θθ
ρ

&&&&
&& +=+=  

 

42 42 θθ &&& += eaA   (Unid. de aceleración) 

 

2).- Usando coordenadas Polares: 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios que definen 

las coordenadas (ver figura P1-39b): 

 

 

ℑ 

ℑ ℑ 

P1-39 

P1-39a 

P1-39b 
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b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A.- 

 

Si: 

 

θρ cos2 e=  

 

θθρ && sene2−=  

 

θθθθρ &&&&& senee 2cos2 2 −−=  

 

Luego: 

 

θρ θρρ eeVA
&& +=      →     θρ θθθθ eeeseneVA

&& cos22 +−=  

 

θ&eVA 2=    (Unid. de velocidad) 

 

( ) ( ) θρ θρθρθρρ eeaA
&&&&&&& ++−= 22

 

 

( ) ( ) θρ θθθθθθθθθθ eeeseneeeseneaA
&&&&&&& cos24cos22cos2 222 +−+−−−=  

 

( ) ( ) θρ θθθθθθθθ eeeseneeseneaA
&&&&&& cos242cos4 22 +−+−−=  

 

θθθθθθθθθθθθ sensensenseneaA cos2*2cos2cos2*2cos22 2224222242 −++++= &&&&&&

 

42 42 θθ &&& += eaA   (Unid. de aceleración) 

 

 

1-40.- El pasador P es solidario a la corredera y su 

movimiento está guiado por la ranura abierta en la 

barra BD y por la corredera que desliza sobre la barra 

AE. Sabiendo que en el instante considerado las 

barras giran en sentido horario con velocidades 

angulares constantes ωAE = 4 rad/seg y ωBD = 1.5 

rad/seg, hallar la velocidad del pasador P usando 

coordenadas polares. 

 

 

 

 

Solución 
P1-40 

ℑ 
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eρ1

φ1

A Pρ

ρ

B

ρ 2

e φ 2

P

e φ 1

e ρ 1

1).- Orientación de los vectores unitarios que definen 

las coordenadas polares e identificación de los 

parámetros, que definen el movimiento para cada 

caso: 

 

a).- Tomando como punto de referencia A en ℑ (ver 

figura P1-40a): 

 

segradmtg /4

?

2887.0º305.0
1

1

1 =

=

== φ

ρ

ρ &

&
 

 

b).- Tomando como punto de referencia B en ℑ (ver 

figura P1-40b): 

 

112 º60º60cos φρρ esenee −=  

 

112 º60cosº60 φρθ eesene +=  

 

segm
m

/5.1

?

577.0
º30cos

5.0 2

2

2

=

=

==
φ

ρ

ρ
&

&

 

 

 

2).- Cálculo de la velocidad de P.- 

 

a).- Tomando como punto de referencia A: 

 

11111111111 155.14*2887.0 φρφρφρ ρρφρρ eeeeeeVP +=+=+= &&&&    (1) 

 

b).- Tomando como punto de referencia B: 

 

( ) ( )1111222222 º60cosº605.1*577.0º60º60cos φρφρφρ ρφρρ eeseneseneeeVP ++−=+= &&&  

 

( ) ( ) 1212 433.0º6075.0º60cos φρ ρρ eseneVP +−++= &&      (2) 

 

(1) = (2): 

 

8337.0433.0º60155.1 22 −=→+−= ρρ && sen   m/seg 

 

P1-40a 

P1-40b 
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eφ

e

e

P

Z

Luego: 

 

( ) ( ) 11 433.0º608337.075.05.0*8337.0 φρ eseneVP +++−=  

 

2.1155.1333.0 11 =→+= PP VeeV φρ   m/seg 

 

También: 

 

22 5.1*577.08337.0 φρ eeVP +−=  

 

22 8655.08337.0 φρ eeVP +−=    (m/seg)      →    2.1=PV    m/seg 

 

1-41.- Un tambor de diámetro variable gira 

impulsado por un motor a una velocidad 

angular constante ω de 10 RPM. Una cuerda de 

diámetro “d” igual a 12 mm está enrollada al 

tambor y sostiene un peso W. Se desea que la 

velocidad del movimiento hacia arriba del peso 

esté dado por: 

3

2

1026
12.0

x

t
X +=&   (m/seg) 

En donde, para t = 0 la cuerda está justo 

comenzando a enrollarse sobre el tambor en Z 

= 0 ¿Cuáles son las componentes radial y axial 

de la velocidad, para el peso W cuando t = 100 

seg? 

 

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios que 

definen las coordenadas cilíndricas en un punto 

inmediato de contacto de la cuerda que une el 

peso W con el tambor (ver figura P1-41a) e 

identificación de los parámetros que definen el 

movimiento: 

 

 

 

segrad
r

r
/0472.1

30
*10

?

?
==

=

= π
φ&

&
 

 

ℑ ℑ 

P1-41 

P1-41a 
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segmxZ

Z

/102
2

*012.0

?

3−==

=

π

φ&&
 

 

2).- De la velocidad de P: 

 

ZrP eZererV &&& ++= φφ  

 

En donde: 

 

3

2

1026
12.0

x

t
Xr +== &&φ  

 

2.27227
1146.0

2t
r +=   (m/seg)                  (1) 

 

También, la velocidad axial es: 

 

3102 −== x
dt

dZ
Z&  m/seg 

 

Separando variables e integrando: 

 

txZdtxdZ
tZ

3

0

3

0
102102 −− =→= ∫∫     →        

3102 −
=

x

Z
t      (2) 

(2) en (1): 

( ) 2.27227

1
*

102
1146.0

23

2

−
+==

x

Z
rY      →     

2182.91146.0 Zr +=   (m) 

 

3).- Cálculo de la componente radial de la velocidad del peso: 

 

Para: Z& = 2x10-3  m/seg = 2  mm/seg  y 2.0100*102 3 == −xZ  m 

 

Si: 

ZZrY &&& 2*182.9==  

 

Luego: 

 
33 103456.7102*2.0*2*182.9 −− === xxrY &&   m/seg   →    346.7=Y&   mm/seg 
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1-42.- Una partícula P tiene una velocidad 

variable V(t) a lo largo de una hélice 

enrollada alrededor de un cilindro de radio 

“e”. La hélice forma un ángulo constante 

α con un plano A perpendicular al eje Z. 

Expresar la aceleración de P, utilizando 

coordenadas cilíndricas. A continuación 

expresar te  utilizando los vectores 

unitarios cilíndricos, teniendo en cuenta 

que la suma de las componentes 

transversal y axial de la aceleración de P 

(que se acaba de calcular) pueden darse 

simplemente con teV
& , de tal manera se 

expresa la aceleración de P en 

coordenadas naturales. Finalmente, 

teniendo en cuenta que de la velocidad 

ρeen −= , demostrar que el radio de 

curvatura está dado por 
α

ρ
2cos

e
c = . 

 

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios indicados  

(ver figura P1-42a) y cálculo de la aceleración de P 

en coordenadas cilíndricas.- 

 

Si: 

 
e=ρ  

 

ZP eVseneVV αα φ += cos  

 

Derivando el vector velocidad de P respecto al marco inercial:  

 

ZP esenVeVeVa ααα φφ
&&& ++= ℑcoscos  

 

( )ZP eseneVeVa αααφ φρ ++−= coscos &&  

 

Además: 

e

V
V

α
φφρα

cos
cos =→= &&  

ℑ 

P1-42 

P1-42a 
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ZP esenVeVe
e

V
a αα

α
φρ

&& ++−=∴ cos
cos22

  (Unid. de aceleración) 

 

2).- Determinación de la orientación del vector unitario tangencial y de la aceleración de P en coordenadas 

naturales: 

 

Zt esenee αα φ += cos  

 

Si: 

( )
444 8444 76

&
te

ZP eseneVe
e

V
a αα

α
φρ ++−= cos

cos22

    y  nee −=ρ  

 

ntP e
e

V
eVa

α22 cos
+=∴ &    (Unid. de Aceleración) 

 

3).- Determinación del radio de curvatura: 

 

Si: 

 

e

VV

c

α

ρ

222 cos
=  

 

α
ρ

2cos

e
c =   (Unid. de longitud) 

 

1-43.-Una barra vertical gira de acuerdo con: 

( )tsen 1.03=ω    rad/seg, con t en seg. Fijado a la 

barra CD tenemos un sistema de bielas HI y FG de 200 

mm de longitud cada una articulada entre sí en sus 

puntos medios K. Además GA e IA de 100 mm de 

longitud están articuladas entre sí tal como se muestra. 

En el extremo A se encuentra un marcador que marca 

una curva sobre la placa J. El ángulo β del sistema, 

viene dado por:  

 

 

10
3.1

t
−=β   (rad), con t en seg. ¿Cuáles son las componentes radial y transversal respecto al eje N-N de 

la velocidad y de la aceleración del marcador para el instante t = 5 seg? (Nota: el pasador F está fijo, pero el 

pasador H se mueve verticalmente a lo largo de una ranura tal como se muestra). 

 

P1-43 
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β

β

β

β

β

β

β

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores 

unitarios de las coordenadas 

cilíndricas (ver figura P1-43a) e 

identificación de los parámetros 

que definen el movimiento 

(marcador en traslación): 

 

 

 

ββρ cos100cos20040 ++=  

 

βρ cos30040 +=    (mm) 

 

ββρ && sen300−=   (mm/seg) 

 

ββββρ &&&&& sen300cos300 2 −−=   (mm/seg2) 

 

( )tsen 1.03== ωφ&   (rad/seg) 

 

( )t1.0cos3.0== ωφ &&&    (rad/seg2) 

 

Para el caso específico de t = 5 seg: 

 

8.0
10

5
3.1 =−=β   (rad)  ó º84.45=β  

10

1
−=β&   (rad/seg)    y    0=β&&  

 

249º84.45cos30040 =+=ρ   (mm) 

 

( ) 52.211.0*º84.45300 =−−= senρ& (mm/seg) 

 

( ) 09.21.0*º84.45cos300
2

−=−−=ρ&& (mm/seg2) 

 

438.15.03 == senφ&   (rad/seg) 

 

263.05.0cos3.0 ==φ&&   (rad/seg2) 

 

P1-43a 
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2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A: 

 

φρ φρρ eeVA
&& +=   

 

φρφρ eeeeVA 062.35852.21438.1*24952.21 +=+=   (mm/seg) 

 

( ) ( ) ( ) φρφρ φρφρφρρ eeeeaA 






 +
+−−=++−=

263.0*249

438.1*52.21*2
438.1*24909.22 22 &&&&&&&  

 

φρ eeaA 38.12798.516 +−=    (mm/seg2) 

 

 

1-44.- En la posición que se muestra la varilla DC 

gira en sentido antihorario a la velocidad constante 

ω = 2 rad/seg. Usando coordenadas naturales para 

A (perteneciente a CD), hallar la velocidad angular 

y aceleración angular de EBO en el instante 

mostrado. 

 

 

 

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios, que definen 

las coordenadas natural (ver figura P1-44a): 

 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A, 

tomando como punto de referencia “C”: 

 

ttCAA eerV 3.015.0*2 === ω (m/seg)              (1) 

 

nnnCAA eeera 6.015.0*42 === ω (m/seg2)     (2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A, 

tomando como punto de referencia “O”; escogiendo A’ 

como punto perteneciente a OBE, pero coincidente con 

A.- 

 

a).- Si: 

 

ℑ
+= 'A

OBE
AA VVV  

P1-44 

ℑ 

 

 
ℑ 

P1-44a 

 ω 
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tbOBEnt
OBE
AA exeeeVV 15.0

2

2

2

2
ω+








−=  

 

n
OBE
AOBEt

OBE
AA eVeVV 








−+=

2

2
15.0

2

2
ω              (3) 

 

(1) = (3): 

 

23.0
2

2
3.0 =→=

OBE
A

OBE
A VV   m/seg 

 

2
2

2
*23.015.00 =→−= OBEOBE ωω  rad/seg    (antihorario) 

 

b).- Si: 

 

OBE
AOBEA

OBE
AA Vxaaa ω2' ++=

ℑ
 

 

Donde: 

 









−= nt

OBE
A

OBE
A eeaa

2

2

2

2
 

 

( ) nOBEtttbOBEOAOBEAbOBEA eeeexerrxea ααωα 15.06.015.0415.0'

2

'0' +−=−=−=
ℑ

 

 

ntntb
OBE
AOBE eeeexeVx 2.12.1

2

2

2

2
23.042 +=








−=ω  

 

Luego: 

 

nOBE
OBE
At

OBE
AA eaeaa 








++−+








+−= 2.115.0

2

2
2.16.0

2

2
α   (4) 

 

(2) = (4): 
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0

eθ

θ

r

eφ ρ

r

26.006.0
2

2
−=→=+

OBE
A

OBE
A aa   (m/seg2) 

( ) 2.115.06.02.115.026.0
2

2
−=→=








++−− OBEOBE αα  

 

8−=OBEα   rad/seg2  (horario) 

 

1-45.- Un tubo de cañón de longitud OP = 4 m 

está  montado en una torreta como se muestra. 

Para mantener el arma apuntando a un blanco 

móvil el ángulo azimutal β se hace aumentar al 

ritmo dβ/dt = 30 °/seg y el ángulo de elevación γ 

se hace aumentar al ritmo dγ/dt =10 °/seg. Para 

la posición  β = 90° y γ =30°.Usando 

coordenadas esféricas halle la velocidad y 

aceleración del punto P. 

 

 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios que 

definen las coordenadas esféricas (ver figura P1-

45a) e identificación de los parámetros que 

definen el movimiento: 

 

 

 

 

 

0

524.0
180

*30

0

1745.0
180

*10

60

0

0

4

=

−=
°

°
−=

=

−=
°

°
−=

°=

=

=

=

φ

π
φ

θ

π
θ

θ

&&

&

&&

&

&&

&

seg

rad

seg

seg

rad

seg

r

r

mr

 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de P: 

 

φθφθ θφθ eseneesenrerVP °−−=+= 60524.0*41745.0*4&&  

 

945.1815.1698.0 =→−−= PP VeeV φθ   m/seg 

ℑ 

P1-45a 

P1-45 
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Y

Z

20º
A

( ) φθ θφθθθφθφθ eresenresenrra rP cos2cos2222 &&&&& ++−−=  

 

φθ eesene
sen

a rP °+°°+










°

+
−= 60cos524.0*1745.0*4*260cos60524.0*4

60524.0

1745.0
4 2

22

2

 

 

φθ eeea rP 366.04756.0946.0 ++−=   (m/seg2)   →  12.1=Pa   m/seg2  

 

1-46.- Un elemento transportador baja por un 

plano inclinado con una velocidad de 15 m/seg. 

Un disco cuelga del elemento transportador y en 

el instante de interés que se muestra en el 

diagrama, está girando alrededor de AB con una 

velocidad angular de 5 rad/seg. Además, en el 

instante de interés el eje AB gira en el plano YZ 

con una velocidad angular 1ω  de 10 rad/seg y 

una aceleración angular  1ω& de 3 rad/seg2. En ese 

instante DB está paralelo al eje X. Hallar la 

velocidad y la aceleración del punto D en el 

instante mostrado. 

 

Solución 

1).- Movimiento del marco móvil eje AB, y 

velocidad y aceleración del punto base B en ℑ.- 

 

a).- Cálculo del movimiento del marco móvil: 

 

 iiAB 101 −=−=
ℑ

ωω (rad/seg)  

  y  iiAB 31 −=−=
ℑ

ωω &&   (rad/seg2) 

 

b).-Cálculo de la velocidad y aceleración de B en 

ℑ: 

}

( ) ( )kxiksenjVrxVV
AB

BABABAB 3102020cos15

0

−−°−°−=++=
ℑℑℑ

ω  

 

kjVB 13.509.44 −−=
ℑ

  (m/seg) 

} }
( ) ( )kkxirrxaaa ABABABAB

AB
BAB 3100332

00

−−−−=−++=
ℑℑℑℑ

ωω&  

ℑ 

ℜ 

P1-46 

P1-46a 
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kjaB 3009 +−=
ℑ

  (m/seg2) 

 

2).- Movimiento de D en el marco móvil eje AB: 

 

irBD 6.0=   (m) 

 

jixkrxV BD
AB

D 36.05 ===
ℑ

ℜω    (m/seg) 

 

( ) iira BD
AB

D 156.0252 −=−=−=
ℑ

ℜω    (m/seg2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de D en ℑ: 

 

ixijkjrxVVV BDAB
AB

DBD 6.010313.509.44 −+−−=++=
ℑℑℑ

ω  

 

kjVD 13.509.41 −−=
ℑ

  (m/seg)     →    41.41=
ℑ

DV   m/seg 

AB
DABABABABBDAB

AB
BBD Vxrxxrxaaa

ℑℑℑℑℑℑ
+




+++= ωωωω 2

0
0 4847648476

&  

 

kjijxiikjaD 240915320153009 +−−=−−+−=
ℑ

  (m/seg2)  → 63.240=
ℑ

Da    m/seg2  

 

1-47.- Un anden se desplaza frente a una 

plataforma circular giratoria de 6 mi/hr (1 

milla = 1609 m) (ver figura). La gente se 

pasa a la plataforma y se dirige en línea 

recta hacia el centro para salir por la 

escalera. Entre el anden y la plataforma 

giratoria hay contacto de rodamiento (las 

velocidades de los puntos de contacto son 

las mismas). Suponga que la gente 

camina con rapidez constante de 3 mi/hr 

respecto a la plataforma. Si se desea que 

la gente no experimente una aceleración 

lateral (en el plano horizontal) de más de 

3 pie/seg2, calcular el radio requerido de 

la plataforma. 

 

 

 

ℑ 

P1-47 
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X
0

P

Solución 

 

1).- Movimiento del marco móvil plataforma y del punto base “O”: 

 

a).-Movimiento del marco móvil: 

 

k
r

VP=ω  

 

Si: 

 

seg

pie

m

piehr

mi

m

hr

mi
VP 8.8

3048.0

1
*

3600

1
*

1

1609
*6 ==  

 

Luego: 

 

k
r

8.8
=ω   (rad/seg)   y   0=ω&  

 

b).- Velocidad y aceleración del punto base o conveniente “O”: 

 

0==
ℑℑ

OO aV  

 

2).- Cálculo del movimiento de P respecto al marco móvil ℜ: 

 

jrrOP =  

jjVP 4.4
3048.0

1
*

3600

1609
*3 −=−=

ℜ
(pie/seg) 

 

0=
ℜ
Pa  

 

3).- Cálculo del radio, obteniendo la aceleración del hombre “P” en el marco inercial tierra: 

 

} } }

ℜℜℑℑ
+−++= POPOPPOP Vxrrxaaa ωωω 22

000

&  

 

( ) j
r

i
r

jxk
r

jr
r

aP

22

2

2 8.88.8
4.4

8.8
*2

8.8
−=−+−=

ℑ
  (pie/seg2) 

 

Si: 

P1-47a 
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( )
22

22 9072.99311
9

8.8
23

rr
aP =→==

ℑ
 

 

5.36656.13322 =⇒= rr   pies 

 

1-48.- La placa metálica del figura está unida a 

una junta esférica de soporte en O. El pasador A 

se desliza en una ranura de la placa. En el 

instante mostrado XA =1m, dXA/dt = - 3 m/seg,  

d2XA/dt
2 = 4 m/seg2 y que la velocidad  y 

aceleración angulares de la placa son 

kj 24 +−=ω   (rad/seg) y ji 63 −=α  

(rad/seg2). ¿Cuáles son las componentes x,y,z de 

la velocidad y aceleración de A respecto a un 

marco de referencia sin rotación que está en 

reposo respecto a O? 

 

 

Solución 

 

1).- Movimiento del marco móvil placa y del punto base O: 

 

kj 24 +−=ω   (rad/seg)   y   ji 63 −=α    (rad/seg2) 

 

0== OO aV  

 

2).- Movimiento de A respecto al marco móvil: 

 

jijyixr AAOA 25.0+=+=    (m) 

 

( ) jijijyixV AAA 5.133*1*5.03 −−=−+−=+=
ℜ

&&   (m/seg) 

 

( ) jijijyixa AAA 5.64495.04 +=++=+=
ℜ

&&&&   (m/seg2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de P en el marco inercial: 

 

}

( ) ( ) jiijkVjixkjVrxVV AAOAOA 5.135.02425.024

0

−−−+=+++−=++=
ℜℜ

ω  

 

P1-48 
ℑ 

ℜ 
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kjiVA 45.05.3 ++−=    (m/seg) 

 

}
( )

ℜℜ
++++= AAOAOAOA aVxrxxrxaa ωωωω 2

0

&  

 

( ) ( ) kkkjixjirx OA 75.6675.025.063 =+=+−=ω&   (m/seg2) 

 

( ) ( ) ( ) kjijikikjixkjrxx OA 2204216425.024 −−−=−−−−=++−+−=ωω  (m/seg2) 

 

( ) ( ) kjijikjixkjVx A 24126126245.13482 −−=−+−=−−+−=
ℜ

ω   (m/seg2) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) ( ) kjiaA 24275.65.61214620 −−++−−+++−=  

 

kjiaA 25.195.610 −−−=    (m/seg2) 

 

1-49.- Cerca del final de su carrera de despegue, el 

avión está “basculante” (con el morro hacia arriba) 

inmediatamente antes de entrar en sustentación. 

Su velocidad y aceleración, expresadas en función 

del tren de ruedas C, son VC y aC, ambos dirigidas 

horizontalmente hacia delante. El ángulo de 

cabeceo es θ y su variación por unidad de tiempo 

θω &=  aumentando a razón θα &&= . Si una 

persona A camina hacia delante por el pasillo 

central con una velocidad y aceleración Vrel y arel, 

ambos medidas hacia delante con relación a la 

cabina, deducir las expresiones de la velocidad y 

aceleración de A que observaría alguien inmóvil 

en la tierra. 

 

Solución 

 

1).- Movimiento del marco móvil avión y del punto base o conveniente “C”: 

 

kωω =
ℑ

ℜ   y  kαω =
ℑ

ℜ
&  

 

( )jseniVV CC θθ −= cos   y  ( )jseniaa CC θθ −= cos  

 

ℑ 

ℜ 

P1-49 
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2).- Movimiento de A respecto al marco móvil: 

 

jhiLrCA +=      ,     iLVV Arel
&==

ℜ
     y     iLaa Arel

&&==
ℜ

 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A respecto al marco inercial tierra ℑ: 

 

( ) ( )jhiLxkiLjseniVrxVVV CCArelCA +++−=++=
ℑ

ℜ
ℑ

ωθθω &cos  

 

( ) ( ) jsenVLiLhVV CCA θωωθ −++−=
ℑ

&cos    (Unid. de velocidad) 

 

relCAOArelCA Vxrrxaaa
ℑ

ℜ
ℑ

ℜ
ℑ

ℜ
ℑ

+−++= ωωω 22&  

 

( ) ( ) ( ) iLxkjhiLjhiLxkiLjseniaa CA
&&& ωωαθθ 2cos 2 ++−+++−=

ℑ
 

 

( ) ( ) jLhLsenaiLhLaa CCA ωωαθωαθ &&& 2cos 22 +−++−−+=
ℑ

  (Unid. de aceleración) 

 

 

1-50.- Un hombre camina hacia el 

exterior de una plataforma giratoria a lo 

largo de una trayectoria sinusoidal fijo a 

la plataforma; ésta tiene 40 pies de 

diámetro y gira a 10 RPM (ver figura). 

Si la rapidez del hombre relativa a la 

plataforma es constante e igual a 2 

pie/seg. ¿Cuál es la magnitud de su 

aceleración cuando el se encuentra a 10 

pies del centro? 

 

 

Solución 

1).- Movimiento del marco móvil disco ℜ  y del punto base o conveniente “O”: 

 

kkk
330

*10
ππ

ωω ===  (rad/seg)   y   0=ω&  

0== OO aV  

 

2).- Movimiento del hombre respecto al marco móvil  ℜ: 

 

ℑ 

ℜ 

P1-50 
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irOH 10= (pies) 

 
2

2222
2

10

2
cos**

10

4
2 








+=+==

ℜ

x
xxyxVh

ππ
&&&&  

 

10

*2
cos**

25

4
4 22

2
2 x

xx
ππ

&& +=  

 

Para, x = 10 pies: 

 

222
2

2 58.2
10

10*2
cos**

25

4
4 xxx &&& =+=

ππ
 

 

245.155.12 =→= xx &&   pies/seg 

 

Luego: 

 

jijiVh 565.1245.1245.1*
5

2
245.1 +=+=

ℜ

π
   (pie/seg) 

 

?=
ℜ
ha  

 

Cálculo de la curvatura para x = 10 pies: 

 

2
3

2

2

10

*2
cos

10

4
1

10

*2

10

2
2

1




















+









−

=

x

x
sen

c ππ

ππ

ρ
     →    0

1
=

cρ
 

 

Luego: 

 

}
}

0

0

20

=+= ℜ

ℜℜ
n

c

h

tgh e
V

eVa
ρ

&  
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2
2

222

10

*2
**

10

4

10

*2
cos**

5

2
0 








++=+=

x
senx

x
xxyx

ππππ
&&&&&&&&&  

 

Para, x = 10 pies: 

 

0
25

4
0 2

2
2 ==→+= yxxx &&&&&&&&

π
 

 

3).- Cálculo de la aceleración del hombre en el marco de referencia inercial tierra: 

 

} } }

( )
ℜℜℑ

++++= hOhOhhOh Vxrxxrxaaa ωωωω 2

000

&  

 

jixkrx Oh
3

10
10

3

ππ
ω ==  

 

( ) iijxkrxx Oh 97.10
9

10

3

10

3

2

−=−==
πππ

ωω    (pie/seg2) 

 

( ) jijixkVx h 6.228.3565.1245.1
3

2
2 +−=+=

ℜ

π
ω   (pie/seg2) 

 

( ) jijiah 6.225.146.297.1028.3 +−=++−=
ℑ

  (pie/seg2)    →   49.14=
ℑ
ha  pie/seg2  

 

1-51.- El disco ℜ gira alrededor de su eje con rapidez 

angular constante ω0 = 0.1 rad/seg. El alambre de 

contorno circular está unido rígidamente a ℜ en los 

puntos A y B, como se muestra en la figura. Un 

insecto camina sobre el alambre de A a B. Encuentre 

la velocidad y aceleración del insecto relativa al 

marco de referenciaℑ  (en el cual gira el disco) al 

llegar a B, si: a) La rapidez relativa al alambre 

(inicialmente cero) crece a razón de 0.001 m/seg2 y b)  

La velocidad relativa al alambre (inicialmente cero) 

crece a razón de 0.001 m/seg2. 

 

 

 

 

 
P1-51 

ℑ 

ℜℜℜℜ 

C 

O 
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Solución 

 

Para ambos casos el marco móvil es el disco ℜ y el punto base o conveniente es el punto C 

 

1).- Para el caso en que la rapidez  crece a razón de 0.001 m/seg2.- 

 

a).- Moviendo del marco móvil y del punto base C: 

 

kO 1.0==
ℑ

ℜ ωω  (rad/seg)   y  0=
ℑ

ℜω&  

 

( ) jijixkrxV OCOC 03.003.03.03.01.0 +=−== ω   (m/seg) 

 

( ) jijira OCOC 003.0003.03.03.001.02 +−=−−=−= ω    (m/seg2) 

 

b).- Movimiento del insecto respecto al marco móvil (trayectoria circular): 

 

Si: 

 
31033.3001.0 −=→= xr θθ &&&&   rad/seg2  

 

También: 

 

} }
0314.0

2

3
*1033.3*22 3

0

0

0

0

2 ==













−+= − π

θθθθθ x&&&&     →    177.0=θ&   rad/seg 

Luego: 

 

irCB 3.0−=   (m) 

 

jjerV ti 0531.03.0*177.0 ===
ℜ

θ&   (m/seg) 

 

ntnti eeerera 3.0*0314.0001.02 +=+=
ℜ

θθ &&&  

 

jia i 001.000942.0 +=
ℜ

  (m/seg2) 

 

c).- Cálculo de la velocidad y aceleración del insecto en ℑ: 

 

( ) ( )ixkjjirxVVV CBiCi 3.01.00531.003.003.0 −+++=++=
ℑ

ℜ
ℜℑ

ω  



SOLUCIONARIO DE PROBLEMAS SOBRE CINEMATICA DE UNA PARTICULA 

_____________________________________________________________________ 

 

Autor: Ing. VICTOR MANUEL MENACHO LOPEZ  

 

( ) jijiV i 0531.003.003.00531.003.003.0 +=−++=
ℑ

  (m/seg) 

061.0=
ℑ
iV   m/seg     →    61=

ℑ
iV   mm/seg 

}

ℜℑ
ℜ

ℑ
ℜ

ℜℑ
+−++= iCBCBiCi Vxrrxaaa ωωω 22

0

0

&  

 

( ) ( )jxkiaaa iCi 0531.02.3.001.0 +−−+=
ℜℑ

 

 

( ) ( ) jia i 001.0003.000942.0003.00106.0003.0 +++−−=
ℑ

 

 

jxixa i
33 104102.1 −−

ℑ
+−=   (m/seg2)   →  

310176.4 −

ℑ

= xa i   m/seg  ó  176.4=
ℑ
ia   mm/seg2  

 

2).- Para el caso en que la velocidad crece a razón de 0.001 m/seg2.- 

a).- Es lo mismo del acápite anterior a) 

 

b).- Movimiento del insecto respecto al marco móvil: 

 

Si: 

θπ
π

θθ &&&&& 3
2

3
22 =








=  

 

Para la aceleración, en coordenadas naturales:  

 

( ) 222

2

2
222222 9

3.0

001.0
001.0 θπθθθ &&&&&&& +=→+= rr  

 
41052.3 −= xθ&&   rad/seg2   y  0576.0=θ&   rad/seg 

 

Luego: 

 

irCB 3.0−=    (m) 

 

jeV ti 01728.03.0*0578.0 ==
ℜ

    (m/seg) 

 

jxixexexa nti

4334 1006.11011013.0*1054.3 −−−−

ℜ

+=+=   (m/seg2) 
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c).- Cálculo de la velocidad y aceleración del insecto en ℑ: 

 

( ) ( ) ( ) jiixkjjiV i 01734.003.003.003.03.01.001728.003.003.0 +−+=−+++=
ℑ

 

 

jiV i 01728.003.0 +=
ℑ

 

03462.0=
ℑ
iV   m/seg  ó  62.34=

ℑ
iV   mm/seg 

 

( ) ( )jxkiaaa iCi 01728.02.03.001.0 +−−+=
ℜℑ

 

 

( ) ( ) jxia i
41006.1003.00035.0003.0001.0003.0 −

ℑ

++−++−=  

 

jia i 0031.00025.0 +−=
ℑ

  (m/seg2) 

31098.3 −

ℑ

= xa i  m/seg2  ó 98.3=
ℑ
ia  mm/seg2 

 

 

1-52.- Una atracción de un parque de atracciones 

consiste en una torre vertical estacionaria con brazos que 

pueden girar hacia fuera de la torre, al mismo tiempo, 

pueden girar alrededor de la misma. En los extremos de 

los brazos, las cabinas que contienen a los pasajeros 

pueden rotar respecto a los brazos. Consideremos el caso 

donde θ = 90°, en el que la cabina A gira con una 

velocidad angular 2ω y una aceleración angular 2ω&  

ambos relativos al brazo BC, el cual gira con una 

velocidad angular 1ω  y una aceleración angular 1ω&  

ambos relativos a la torre y θ está creciendo 

uniformemente con velocidad angular 3ω  ¿Cuáles son 

la velocidad angular y la aceleración angular respecto al 

terreno? Utilizar: 

3.01 =ω  rad/seg, 2.01 =ω&  rad/seg2, 6.02 =ω  

rad/seg, 1.02 −=ω&  rad/seg2 y 8.03 =ω  rad/seg. 

 

Solución 

 

1).- Cálculo de la velocidad angular de A respecto al marco inercial tierra ℑ: 

ℑ 

P1-52 

ω 3 
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Z

Y

45º

15º

60º

ω 3

ω 5

( ) iik
CB
ACBA 6.08.03.0231 +−=++=+=

ℑℑ
ωωωωωω  

 

kiA 3.02.0 +−=
ℑ

ω   (rad/seg) 

 

2).- Cálculo de la aceleración angular de A respecto al marco inercial tierra ℑ: 

 

}

( ) 231231

0

31 ωωωωωωωωω xxA +++++=
ℑ

&&&&  

 

( ) ( ) ixikiixkkA 6.08.03.01.08.03.02.0 −+−−+=
ℑ

ω&  

 

kjiA 2.006.01.0 +−−=
ℑ

ω&   (rad/seg2) 

 

1-53.- El robot de la figura tiene cinco grados de libertad 

de rotación. Los ejes xyz están fijos al anillo de la base, 

que gira en torno al eje z a la velocidad ω1. El brazo 

O1O2 gira en torno al eje x a la velocidad  ω2 = θ& . El 
brazo O2A gira en torno al eje O1O2 a la velocidad ω3 y 

a la velocidad ω4 = β&  en torno a un eje perpendicular 
que pasa por O2 y que está momentáneamente paralelo 

al eje x. Finalmente, la garra gira en torno al eje O2A a 

la velocidad ω5. Los módulos de estas velocidades 

angulares son constantes. Para la configuración 

representada hallar los vectores velocidad y aceleración 

angulares, Para θ = 60°, β = 45° y:  a) ω1 = 2 rad/seg, ω2 

= 1.5 rad/seg, ω4 =3 rad/seg y ω3 = ω5 =0, determinar 

asimismo la aceleración angular del brazo O1O2, b) ω3 = 

3 rad/seg, ω5 = 2 rad/seg y ω1 = ω2 = ω4 =0 y c) ω1 = 2 

rad/seg, θ&= 2 rad/seg y ω3 = ω4 = ω5 = 0, así mismo 

encuentre el módulo de la velocidad angular. 

 

 

 

Solución 

1).-Para a): 

 

a).- Por el teorema de adición: 

 

kiiA 25.13124 ++−=++=
ℑ

ωωωω      (1) 

ℑ P1-53 

P1-53a 
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kiA 25.1 +−=
ℑ

ω   (rad/seg) 

 

b).- Cálculo de la aceleración angular, derivando (1) respecto al tiempo en ℑ: 

 

} } }0

12

0

24

0

4 21
ωωωωωωωω &&&& ++++=

ℑℑℑ
xx AOOA  

 

( ) 2412 ωωωωωω xx AA
ℑℑ

++=&  

 

( ) ( ) jjjixkiixkiA 3365.1)25.1(325.1 −=+−=+−+−+=
ℑ

ω&   (rad/seg2) 

 

c).- Cálculo de la aceleración angular del brazo O1O2.- 

 

Derivando: 

 

1221 ωωω +=OO  

 

Luego: 

 

jixkxOO 35.122121 === ωωα   (rad/seg2) 

 

2).- Para b): 

 

( ) ( )ksenjksenjA °+°+°+°=+=
ℑ

1515cos26060cos353 ωωω  

 

kjA 12.343.3 +=
ℑ

ω   (rad/seg) 

 

( ) ( )kjxkjxA 52.093.16.25.153 ++==
ℑ

ωωω&  

 

iiiA 24.402.578.0 −=−=
ℑ

ω&    (rad/seg2) 

 

3).- Para c): 

 

kiA 25.112 +=+=
ℑ

ωωω  (rad/seg) 
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B

α

C

en

et

α

VB

5.2=
ℑ
Aω  rad/seg 

 

jixkxA 35.1221 ===
ℑ

ωωω&    (rad/seg2) 

 

1-55. - La deslizadera A se mueve por una ranura 

parabólica con una velocidad s& = 3 m/seg y s&& = 

1 m/seg2 en el instante mostrado en el diagrama. 

El cilindro ℜ  está conectado con A mediante la 

biela AB. Hallar: a) La velocidad y aceleración 

angular del cilindro para el instante mostrado y 

b) La aceleración angular de la biela AB. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 

1).- Cálculo del movimiento de B tomando como 

punto de referencia C en (ver figura P1-54a): 

 

( )
444 8444 76 te

tB jsenierV ααωω +== ℜℜ cos9.0  

 

( )jiVB 647.0626.0 += ℜω    (m/seg)          (1) 

 

ntB erera 2

ℜℜ += ωω&  

 

( ) ( )jijiaB 626.0647.0647.0626.0 2 +−++= ℜℜ ωω&  

 

( ) ( ) jiaB
22 626.0647.0647.0626.0 ℜℜℜℜ ++−= ωωωω &&                                                         (2) 

 

2).- Cálculo del movimiento de B tomando como punto base A, donde el marco móvil es la biela AB.- 

 

a).- Movimiento del marco móvil AB y del punto base A.- 

 

i).- Movimiento del marco móvil: 

 

ℑ 

ℜ 

P1-54 

P1-54a 

 

 
24XY =  

α =  45.967º 
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kABAB ωω =   y    kABAB ωω && =  

 

ii).- Movimiento del punto base o conveniente A: 

 

iesV tA 3' == &   (m/seg) 

jie
s

esa
c

n

c

tA
ρρ

9'
2

' +=+=
&

&&                                                                                                           (3) 

Si: 

( )
X

dX

dY

dX
dY

dX
Yd

c

8

1

1

2
3

2

2

2

=→





 +

=
ρ

  y  8
2

2

=
dX

Yd
 

 

Luego: 

 

}
8

641

81

2
3

0

2

=














+

=

X

Cρ
 

En (3): 

 

jiaA 72+=    (m/seg2) 

 

b).- Movimiento de B en AB: 

 

( ) jijsenirAB 415.2647.07575cos5.2 +=°+°=    (m) 

 

0==
AB

B
AB

B aV  

 

c).- Movimiento de B en ℑ: 

 

}

( )jixkirxVVV ABABAB
AB

BAB 415.2647.03

0

++=++= ωω  
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( ) jiV ABABB ωω 647.0415.23 +−=                                                                                             (4) 

 

} }0

2

0

2
AB

BABABABABAB
AB

BAB Vxrrxkaaa ωωω +−++= &  

 

( ) ( )jijixkjia ABABB 415.2647.0415.2647.072 2 +−+++= ωω&  

 

( ) ( ) jia ABABABABB

22 415.2647.072647.0415.21 ωωωω −++−−= &&                                    (5) 

 

3).- Ecuaciones de compatibilidad.- 

 

a).- Si:  (1) = (4), igualando componentes y operando: 

 

ABAB ωωωω =→= ℜℜ 647.0647.0  

 

ABωω 415.23626.0 −=ℜ    →  3041.3 =ℜω  

 

987.0=ℜω   rad/seg 

 

b).- Si: (2) = (5), igualando componentes y operando: 

 
22 987.0*647.0415.21987.0*647.0626.0 −−=−ℜ ABωω &&  

 

ABωω && 415.21626.0 −=ℜ              (6) 

 
22 987.0*415.2647.072987.0*626.0647.0 −+=+ℜ ABωω &&  

 

ABωω && 647.004.69647.0 +=ℜ             (7) 

 

(6) ÷ (7): 

 

AB

AB

ω

ω

&

&

647.004.69

415.21
968.0

+

−
=  

 

ABAB ωω &415.21626.083.66 −=+    →   65.21−=ABω&   rad/seg2  

 

En (6): 
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5
β

α
3

2

O

ez

Z

eφ

5.
38
5m

C

eρ

65.21*415.21626.0 +=ℜω&  → 12.85=ℜω&   rad/seg2 

 

1-55.- En el instante que se muestra, una barra gira 

alrededor de su eje vertical con velocidad angular ω1 

= 10 rad/seg y aceleración angular α1 = 10 rad/seg
2, 

mientras el collarín que aparece en la figura se 

desliza hacia abajo con relación a la barra. Determine 

la velocidad y aceleración del collarín en el instante 

que se muestra. Usando coordenadas cilíndricas, 

esféricas y movimiento en marcos móviles. 

 

 

Solución 

 

1).- Utilizando coordenadas cilíndricas: 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios de las 

coordenadas (ver figura P1-55a) e identificación de 

los parámetros que definen el movimiento. 

 

 

°=→== 88.60795.1
3

385.5
ααtg  

 

2/747.188.602

/368.488.605

385.5

segmsenasen

segmsenVsen

m

=°==

=°==

=

αρ

αρ

ρ

&&

&  

 

2

1

1

/10

/10

segrad

segrad

==

==

αφ

ωφ

&&

&
 

 

2/973.088.60cos2

/43.288.60cos5

segmZ

segmZ

−=°−=

−=°−=

&&

&
 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C: 

 

ZZC eeeeZeeV 433.210*385.5368.4 −+=++= φρφρ φρρ &&&  

 

08.54433.285.53368.4 =→−+= CZC VeeeV φρ   m/seg 

P1-55a 

P1-55 

 

º 
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er

C eφ

eθ

θ

( ) ( ) ZC eZeea &&&&&&&&& +++−= φρ φρφρφρρ 22
 

 

( ) ( ) ZC eeea 973.010*385.510*368.4*2100*385.5747.1 −++−= φρ  

 

02.555973.021.141753.536 =→−+−= CZC aeeea φρ   m/seg2  

 

2).- Utilizando coordenadas esféricas.- 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios de las 

coordenadas (ver figura P1-55b) e identificación de 

los parámetros que definen el movimiento. 

 

 

 

 

0

0

92.11988.60180

/2

/5

164.6

2
=

=

°=−=

=

=

=

θ

θ

θ

&&

&

&&

&

segmr

segmr

mr

 

 

2

1

1

/10

/10

segrad

segrad

==

==

αφ

ωφ

&&

&
 

 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C: 

 

φφθ θφθ eseneesenrererV rrC °+=++= 12.11910*164.65&&&  

 

08.5485.535 =→+= CrC VeeV φ   m/seg 

( ) ( ) φθ θφθφθθφθφ esenrsenresenresenrra rC
&&&&&&&& ++−−= 2cos222

 

 

( )
( ) φ

θ

esen

esenesena rC

°++

°°−°−=

12.11910*164.610*5*2

12.119cos12.119100*164.612.119100*164.62
 

 

01.55521.14105.262425.468 =→++−= CrC aeeea φθ   m/seg2  

 

3).- Utilizando movimiento en marcos móviles.- El marco 

móvil es la barra doblada (ver figura P1-55c): 

P1-55b 

 
re  
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2

5
β

X α
3 Y

O

Z

C

 

 

°=

°=

88.60

8.21

α

β
 

 

 

a).- Movimiento de la coordenada móvil y del 

punto base o conveniente O: 

 

kk 101 == ωω   (rad/seg) 

 

kk 101 == αω&   (rad/seg2) 

 

0==
ℑℑ

OO aV  

 

b).- Movimiento de C en el marco móvil: 

 

kjiekjir OCOC 487.0324.0811.0325 −+=→−+=  

 

kVjsenViVV ZXYXYC αββ coscos −+=
ℜ

 

 

kjsensenisenVC °−°°+°°=
ℜ

88.60cos58.2188.6058.21cos88.605  

 

kjiVC 435.262.1055.4 −+=
ℜ

 

 

kjsensenisenaC °−°°+°°=
ℜ

88.60cos28.2188.6028.21cos88.602  

 

kjiaC 974.0648.0622.1 −+=
ℜ

 

 

c).- Movimiento de C en el marco inercial: 

 

( )kjixkkjirxVV OCCC 32510435.262.1055.4 −++−+=+=
ℜ

ω  

 

kjiVC 435.262.51945.15 −+−=   (m/seg)    →  08.54=CV   m/seg 

 

P1-55c 
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C

D

A

ne

Ze

XZ

Y

te

φe

ρe

( )
ℜℜ

+++= COCOCCC Vxrxxrxaa ωωωω 2&  

 

( ) jikjixkrx OC 502032510 +−=−+=ω&   (m/seg2) 

 

( ) ( ) jijixkrxx OC 200500502010 −−=+−=ωω   (m/seg2) 

 

( ) jikjixkVx C 1.814.32435.262.1055.4202 +−=−+=
ℜ

ω   (m/seg2) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) kjiaC 974.01.8120050648.04.3250020622.1 −+−++−−−=  

 

555995.554974.0252.68778.550 ≅=→−+= CC akjia   m/seg2 

 

1-56.- En la posición representada la varilla 

delgada se mueve con una velocidad constante u 

= 75  mm/seg hacia el extremo del tubo BC. Al 

mismo tiempo el tubo BC gira a la velocidad 

angular constante ω2 = 1.5 rad/seg respecto al 

brazo CD. Sabiendo que todo el conjunto gira 

alrededor del eje X a la velocidad constante ω1 = 

1.2 rad/seg, hallar la velocidad y aceleración del 

extremo A de la varilla. Usando coordenadas 

cilíndricas en DC y movimiento en marcos 

móviles. 

 

 

 

 

Solución 

1).- Usando coordenadas cilíndricas en DC.- 

a).- Orientación de los vectores unitarios, que 

definen las coordenadas cilíndricas en DC (ver 

figura P1-56a):  

 

 

 

φeet −=  

Zn ee −=  

 

b).- Movimiento del marco móvil y del punto base C en el marco inercial Tierra.- 

P1-56 

P1-56a 
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Z

C

D

X

Y

A

i).- Movimiento del marco móvil: 

 

ρρωω eeCD 2.11 ==   (rad/seg)  y  0=CDω&  

 

ii).- Cálculo de la velocidad y aceleración del punto base C: 

 

( ) φφω eeerV tDCC 270225*2.11 −=−==   (mm/seg) 

 

( ) ZZnDCC eeera 324225*2.1 22

1 −=−== ω   (mm/seg) 

 

c).- Movimiento de A respecto al marco móvil DC: 

 

ρerCA 150=   (mm) 

 

φρφρφρ φρρ eeeeeeV
CD
A 225755.1*15075 +=+=+= &&   (mm/seg) 

 

φρφρφρ φρφρ eeeeeea
CD
A 2255.3375.1*75*25.1*1502 22 +=+−=+−= &&&   (mm/seg2) 

 

d).- Movimiento de A en el marco inercial tierra: 

 

ρρφρφω exeeeerxVVV CACD
CD
ACA 1502.122575270 +++−=++=  

 

φρ eeVA 4575 −=   (mm/seg)   →  46.87=AV   mm/seg 

( ) ( )φρρωωω eexeaaVxrxxaaa
CD
AC

CD
ACDCACDCD

CD
ACA 225754.22

0

+−+=+++=
48476

 

 

( ) ZZA eeeeeea 8642255.3375403242255.337 −+=+−+= φρφρ  

 

48.954=Aa   (mm/seg2) 

 

2).- Usando, movimiento en marcos móviles.- 

 

a).- Movimiento del marco móvil BC y del punto 

base C en el marco tierra (ver figura P1-56b): 

 

 

 

i).- Movimiento del marco móvil: 
P1-56b 
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kiCB 5.12.121 +=+= ωωω   (rad/seg) 

 

jkxixCB 8.15.12.121 −=== ωωω&   (rad/seg2) 

 

ii).- Cálculo de la velocidad y aceleración el punto base o conveniente C: 

 

jkxirxV DCC 2702252.11 −=== ω  (mm/seg) 

 

( ) kkra DCC 3242252.1 22

1 −=−=−= ω  (mm/seg2) 

 

b).- Movimiento de A en el marco móvil CB: 

 

irCA 150=   (mm) 

 

iV
CB
A 75=   (mm/seg) 

 

0=
CB

Ca  

 

c).- Movimiento de A en el marco inercial tierra: 

 

( ) ixkiijrxVVV CACB
CB
ACA 1505.12.175270 +++−=++= ω  

 

jiVA 4575 −=   (mm/seg)    →    46.87=AV   mm/seg 

 

( )
CB
ACBCACBCBCACBCA Vxrxxrxaa ωωωω 2+++= &  

 

kixjrx CACB 2701508.1 =−=ω&   (mm/seg2) 

 

( ) ( ) ( ) kijxkirxx CACBCB 2705.3372255.12.1 +−=+=ωω   (mm/seg2) 

 

( ) jixkiVx
Cb
ACB 2257534.22 =+=ω   (mm/seg2) 

 

Luego: 
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C

θ

2m.

ez

eφ

eρ

D

z

ρ

jkikkaA 2252705.337270324 ++−+=  

 

kjiaA 8642255.337 ++−=   (mm/seg2)   →   48.954=Aa   mm/seg2  

 

1-57.- En un instante dado, la flecha AB está 

girando, como se muestra alrededor del eje X a 

una velocidad angular ωAB = 5 rad/seg y una 

aceleración angular αAB = 4 rad/seg2. En el 

mismo instante, el eslabón CD que está sujeto 

por un perno en C a AB, está girando en el 

sentido de la manecillas del reloj, como se 

muestra, con una velocidad angular ωCD = 2 

rad/seg y una aceleración angular αCD = 3 

rad/seg2. Determine la velocidad y aceleración de 

la punta D del eslabón en el instante que se 

muestra. Usando coordenadas cilíndricas, 

esféricas y movimiento en marcos móviles. 

 

Solución 

1).- Usando coordenadas cilíndricas: 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios de las 

coordenadas (ver figura P1-57a) e identificación de 

los parámetros que definen el movimiento: 

 

73.1602 =°== sensenθρ l  m 

 

260cos*2*2cos =°== θωρ l&
CD   m/seg 

 

θωθαρ senCDCD ll&& 2cos −=   

 

93.360*2*460cos2*3 −=°−°= senρ&&  m/seg2  

 

5=φ&   rad/seg 

 

4=φ&&  rad/seg2  

 

θcosl−=Z  

 

464.3602*2 =°== sensenZ CD θω l&   m/seg 

 

P1-57 

ℑ ℑ 

P1-57a 

 z 
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θ

er

eφ

eθ

r

C

D

θωθα cos2
ll&&

CDCD senZ +=  

 

196.960cos2*4602*3 =°+°= senZ&&   m/seg2  

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de D en el marco inercial tierra: 

 

ZZD eeeeZeeV 464.35*73.12 ++=++= φρφρ φρρ &&&  

 

53.9464.365.82 =→++= DZD VeeeV φρ   m/seg 

 

( ) ( ) ZD eZeea &&&&&&&&& +++−= φρ φρφρφρρ 22
 

 

( ) ( ) ZD eeea 196.94*73.15*2*225*73.193.3 +++−−= φρ  

 

ZD eeea 196.992.2618.47 ++−= φρ   (m/seg2)     →   09.55=Da   m/seg2  

 

2).- Usando coordenadas esféricas.- 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios de las 

coordenadas (ver figura P1-57b) e identificación de 

los parámetros que definen el movimiento: 

 

 

22 /4

/5

/3

/2

60

0

0

2

segrad

segrad

segrad

segrad

r

r

mr

−=

−=

=

=

°=

=

=

=

φ

φ

θ

θ

θ

&&

&

&&

&

&&

&  

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de D en el marco inercial tierra: 

 

φθθφθ θφθ eeseneesenrerVD 66,84605*22*2 −=°−=+= &&  

 

539.9=DV   m/seg 

 

( ) ( ) ( ) φθ θφθφθθθφθθφθ esenrresenrresenrra rD
&&&&&&&&& ++−+−−= cos2cos2222

 

 

P1-57b 
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( ) ( )
( ) φ

θ

esen

esenesena rD

°−°−

+°°−+°−−=

604*260cos25*2*2*2

60cos6025*23*26025*24*2 2

 

 

φθ eeea rD 93.2665.155.45 −−−=   (m/seg2)      →   14.55=Da   m/seg2  

 

3).- Usando movimiento en marcos móviles.- El marco móvil es la barra AB y el punto base C.- 

 

a).- Movimiento del marco móvil y del punto base: 

 

iiAB 5−=−= ωω   (rad/seg) 

 

iiAB 4−=−= αω&   (rad/seg2) 

 

0== CC aV  

 

b).- Cálculo del movimiento de D respecto al marco móvil AB: 

 

( ) jijsenirCD 73.16060cos2 −=°−°=   (m) 

 

( ) jijixkrxV CDCD
AB

D 246.373.12 −−=−−== ω   (m/seg) 

 

( ) ( )jijixkrrxa CDCDCDCD
AB

D 73.1473.132 −−−−=−=
r

& ωω  

 

jia
AB

D 92.319.9 +−=  

 

c).- Movimiento de D en el marco inercial tierra: 

 

( )jixijirxVV CD
AB

DD 73.15246.3 −−+=+= ω  

 

529.965.8246.3 =→+−−= DD VkjiV   m/seg 

 

( )
AB

DCDCD
AB

DD Vxrxxrxaa ωωωω 2+++= &  

 

( ) kjixirx CD 92.673.14 =−−=ω&   (m/seg2) 
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ex

eφ

eρ

( ) jkxirxx CD 25.4365.85 =−=ωω   (m/seg2) 

 

( ) kjixiVx
AB

D 20246.3102 =−−−=ω   (m/seg2) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) kjiaD 2092.625.4392.319.9 ++++=  

 

kjiaD 92.2617.4719.9 ++=   (m/seg2) 

 

 083.55=Da   m/seg2  

 

1-58.- Un robot mueve un cuerpo sujetado 

mediante sus mordazas G como se muestra en 

el diagrama. ¿Cuáles serán la velocidad y la 

aceleración relativas al terreno, del punto A, 

en el instante que se muestra? El brazo EH 

está soldado al eje vertical MN. El brazo HKG 

es una barra rígida que gira alrededor de EH. 

Usando coordenadas cilíndricas en EH y 

movimiento en marcos móviles. 

 

Solución 

 

1).- Usando coordenadas cilíndricas: 

 

a).- Cálculo del movimiento de A respecto al marco 

móvil EH: 

 

i).- Orientación de los vectores unitarios de las 

coordenadas (ver figura P1-58a) e identificación de los 

parámetros que definen el movimiento: 

 

 

 

0

0

1.0

=

=

=

ρ

ρ

ρ

&&

&

m

2/3.0

/4.0

segrad

segrad

=

=

φ

φ

&&

&

0

0

=

=

X

X

&&

&

 

 

ii).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A en EH: 

 

ℑ 

ℑ 

P1-58 

P1-58a 

x 
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XHA eer 3.01.0 += ρ   (m) 

φφφφρ eeeV
EH
A 04.04.0*1.0 === &   (m/seg) 

 

φρ φρφρ eea
EH
A

&&& +−= 2
 

 

φρφρ eeeea
EH
A

&03.0016.03.0*1.04.0*1.0 2 +−=+−=   (m/seg2) 

 

b).- Movimiento del marco móvil EH y del punto base H: 

 

ρω e2.0=  (rad/seg)   y   ρω e1.0−=&   (rad/seg2) 

 

φρω eexerxV XEHH 08.04.02.0 =−==    (m/seg) 

 

( ) XXXEHEHH eeeexerrxa 016.004.04.004.04.01.02 −=−−=−= φρωω&   (m/seg2) 

 

c).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A en el marco inercial terreno: 

 

( )XHA
EH
AHA eexeeerxVVV 3.01.02.004.008.0 +−+=++= ρρφφω  

 

( ) φφ eeVA 18.006.012.0 =+=   (m/seg)   →    18.0=AV   m/seg 

 

( )
EH
AHAHA

EH
AHA Vxrxxrxaaa ωωωω 2++++= &  

 

( ) φρρω eeexerx XHA 03.03.01.01.0 =+−=&   (m/seg2) 

 

( ) XHA eexerxx 012.006.02.0 −== φρωω    (m/seg2) 

 

X
EH
A eexeVx 016.004.04.02 −=−= φρω    (m/seg2) 

 

Luego: 

( ) ( ) XA eeea 016.0012.0016.003.004.003.0016.0 −−−++++−= φρ  

 

XA eeea 044.01.0016.0 −+−= φρ   (m/seg2)    →   11.0=Aa   m/seg2  

2).- Usando movimiento en marcos móviles.- 
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a).- Movimiento del marco móvil EH y del punto base H: 

j2.01 == ωω   (rad/seg)    y   j1.01 == ωω &&   (rad/seg2)  

 

kixjrxV EHH 08.04.02.0 −=== ω   (m/seg) 

 

( )iixjrrxa EHEHH 4.02.04.01.0 22 −=−= ωω&  

 

kiaH 04.0016.0 −−=   (m/seg2) 

 

b).- Movimiento de A en el marco móvil: 

 

jirHA 1.03.0 −=    (m) 

 

( ) kjixirxV HA
EH
A 04.01.03.04.02 −=−== ω   (m/seg) 

 

( ) ( ) ( )kxijixirxxrxa HAHA
EH
A 04.04.01.03.03.0222 −+−=+= ωωω&  

 

kja
EH
A 03.0016.0 −=   (m/seg2) 

 

c).- Cálculo de la velocidad y aceleración de A respecto al marco inercial terreno: 

 

kkkrxVVV HA
EH
AHA 06.004.008.0 −−=++= ω  

 

kVA 18.0−=    (m/seg)      →   18.0=AV   m/seg 

 

( )
EH
AHAHA

EH
AHA Vxrxxrxaaa ωωωω 2++++= &  

 

( ) kjixjrx HA 03.01.03.01.0 −=−=ω&   (m/seg2) 

 

( ) ( ) ikxjrxx HA 012.006.02.0 −=−=ωω   (m/seg2) 

 

( ) ikxjVx
EH
A 016.004.04.02 −=−=ω   (m/seg2) 

Luego: 
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n
u

k

( ) ( ) kjiaA 03.003.004.0016.0016.0012.0016.0 −−−++−−−=  

 

kjiaA 1.0016.0044.0 −+−=   (m/seg2) 

 

11.0=Aa   m/seg2  

 

1-59.- En un instante dado, la grúa de 

torre está girando, mientras que el 

trole T se está moviendo hacia fuera a 

lo largo de la pluma con el 

movimiento indicado. En ese mismo 

instante, el cubo de concreto B, se 

está meciendo hacia a la vertical, de 

manera que θ&  = - 6 rad/seg y θ&&  = -

 2 rad/seg2, ambas, medidas con 

respecto al trole. Si el cable AB se 

está acortando a una rapidez 

constante de 0.5 m/seg. Usando 

movimientos en marcos móviles, 

calcule la velocidad y aceleración de 

la punta C del cubo en ese instante. 

 

 

 

 

 

Solución 

Marco móvil es el marco intermedio 

línea que coincide con el cable. 

 

1).- Movimiento del marco móvil y 

del punto base A.- 

 

a).- Movimiento del marco móvil: 

 

Si: 

uθθ &&
=   y  uθθ &&&&

=  

 

kxjikxnu 







+−==

2

2

2

2
 

( )jiu +=
2

2
 

P1-59 

ℑ 

L 

P1-59a 
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θ
L

CV

2 m
2 m

m22

X

Y

Z

Luego: 

( ) ( )jiji +−=+−= 23
2

2
*6θ

&
    (rad/seg) 

 

( ) ( )jiji +−=+−= 2
2

2
*2θ

&&
  (rad/seg2) 

 

Luego: 

 

( ) kjikjiL 2.0243.4243.42.023 −−−=−+−=+=
ℑ

ωθω
&

  (rad/seg) 

 

( ) ( ) kjixkjixL 15.0232.02 ++−+−=++=
ℑ

ωθωθω &&&&&  

 

( ) ( ) kjiL 15.026.0226.02 ++−+−−=
ℑ

ω&  

 

kjiL 15.0566.0263.2 +−−=
ℑ

ω&    (rad/seg2) 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración del punto base A: 

 

jiixkirxVV OA
PL
AA 48.0202.08.0 −=−=+= ω    (m/seg) 

 

PL
AOAOA

PL
AA Vxrrxaa ωωω 22 +−+= &  

 

( ) ( ) ( ) ( ) jiixkiixkiaA 32.038.06.08.04.02004.02015.06.0 −+−−=−−+−=  

jiaA 68.24.1 +−=   (m/seg2) 

 

2).- Movimiento de C respecto al marco móvil:  

 

 

 

kjirAC 1022 −+−=  

 

( ) kjisenV
L

C °+−°= 793.15cos5.0
2

2
793.155.0  

 
P1-59b 
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kjiV
L

C 481.0096.0096.0 +−=   (m/seg) 

0=
L

Ca  

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C en el marco inercial tierra: 

 

ACL
L

CAC rxVVV
ℑ

++= ω  

 

kji

kji

rx ACL 972.1603.4283.42

1022

2.0243.4243.4 −−=

−−

−−−=
ℑ

ω   (m/seg) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) ( ) kjiVC 972.16481.003.42096.0483.42096.08.0 −+−−−+++=  

 

kjiVC 491.16126.46726.43 −−=    (m/seg) 

 

L
CLACLLACLAC Vxrxxrxaa

ℑℑℑℑ
+




++= ωωωω 2&  

 

kji

kji

rx ACL 658.593.2236.5

1022

15.0566.0263.2 −−=

−

−−=
ℑ

ω&   (m/seg2) 

 

kji

kji

rxx ACLL 061.360578.80606.63

972.1603.4283.42

2.0243.4243.4 +−=

−−

−−−=






ℑℑ
ωω  (m/seg2) 

 

kji

kji

Vx
L

CL 629.1043.412.4

481.0096.0096.0

4.0486.8486.82 ++−=

−

−−−=
ℑ

ω   (m/seg2) 

 

Luego: 
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ρe

Ze

φe
B

A

C

 

( ) ( )

( ) k

jiaC

629.1061.360658.5

043.4578.8093.2268.212.4606.6336.54.1

++−

++−−+−++−=
 

 

kjiaC 032.356785.96446.63 +−=   (m/seg2) 

 

1-60.- El brazo AB está girando alrededor  del 

pasador fijo A con una rapidez constante de ω1 = 4 

rad/seg, mientras que labarra BD está girando 

alrededor del eje Z con una rapidez constante de ω2 = 

5 rad/seg. En el instante en que el mecanismo está  en 

la posición indicada, el collarín C se está moviendo a 

lo largo de la barra con una velocidad de 3 m/seg y 

una aceleración de 2 m/seg2, medidas ambas, con 

respecto a la barra. Usando coordenadas cilíndricas 

en AB y coordenadas cartesianas, determine la 

velocidad y la aceleración respecto a la tierra del 

collarín en el instante mostrado. 

 

Solución 

 

1).- Usando coordenadas cilíndricas en AB.- 

 

 

 

a).- Orientación de los vectores unitarios de las 

coordenadas cilíndricas en AB (ver figura P1-60a): 

 

 

 

 

 

b).- Movimiento del marco móvil AB y del punto 

base B: 

 

 

φφωω eeAB 41 ==  (rad/seg)  y  0=ABω&  

 

( ) ρρω eeerV tABB 6.14.0*41 −=−==   (m/seg) 

 

ZZnABB eeera 4.64.0*422

1 === ω  (m/seg2) 

 

c).- Cálculo del movimiento de C respecto al marco móvil AB.- 

 

 

 

V 

a 

 

P1-60a 

P1-60 
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i).- Identificación de los parámetros que definen el movimiento: 

 

0

0

0

/5

/2

/3

3.0

2
=

=

=

=

=

=

=

Z

Zsegrad

segm

segm

m

&&

&

&&

&

&&

&

φ

φ

ρ

ρ

ρ

 

 

ii).- Movimiento de C: 

 

ρerBC 3.0=   (m) 

 

φρφρφρ φρρ eeeeeeV
AB

C 5.135*3.03 +=+=+= &&   (m/seg) 

 

( ) ( ) φφφρ φρφρρ eeeea
AB

C 5*3*225*3.0222 +−=+−= &&&&&
φφ ee 305.5 +−=  (m/seg2) 

 

d).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C respecto al marco inercial terreno: 

 

ρφφρρω exeeeerxVVV BCAB
AB

CBC 3.045.136.1 +++−=++=  

 

ZC eeeV 2.15.14.1 −+= φρ   (m/seg)    →    377.2=CV  m/seg 

 

( )
AB

CABBCABAB
AB

CBC Vxrxxaaa ωωω 2+++=  

 

Donde: 

 

( ) ( ) ρφωω eexerxx ZBCABAB 8.42.14 −=−=   (m/seg2) 

 

( ) Z
AB

CAB eeexeVx 4.25.1382 −=+= φρφω   (m/seg2) 

Luego: 

 

ZZZC eeeeeeeea 6.17303.10248.4305.54.6 −+−=−−+−= φρρφρ  (m/seg2) 

 

275.36=Ca   m/seg2  

 

2).- Usando coordenadas cartesianas (indicados en la figura P1-60).- 

 

a).- Movimiento del marco móvil BD y del punto conveniente B: 
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kiBD 5421 +=+= ωωω   (rad/seg) 

 

jkxixBD 205421 −=== ωωω&  (rad/seg2) 

 

( ) jkxirxV ABB 6.14.041 =−== ω   (m/seg) 

 

( ) kkra ABB 4.64.0162

1 =−−=−= ω   (m/seg2) 

 

b).- Movimiento de C respecto al marco móvil BD: 

 

jrBC 3.0−=  (m),    jV
BD

C 3−=   (m/seg)  y   ja
BD

C 2−=   (m/seg2) 

 

c).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C, respecto al marco inercial terreno: 

 

( ) ( ) jjxkijVrxVV
BD

CBCBDBC 33.0546.1 −−++=++= ω  

 

kjiVC 2.14.15.1 −−=     →     377.2=CV  m/seg 

 

( )
BD

C
BD

CBDBCBDBDBCBDBC aVxrxxrxaa ++++= ωωωω 2&  

 

Donde: 

 

( ) 03.020 =−−= jxjrx BCBDω&  

 

( ) ( ) ( ) jkixkirxx BCBDBD 3.122.15.154 =−+=ωω   (m/seg2) 

 

( ) ( ) kijxkiVx
BD

CBD 243035422 −=−+=ω   (m/seg2) 

 

Luego: 

 

kjijkijkaC 6.173.1030224303.124.6 −+=−−++=   (m/seg2) 

 

275.36=Ca   m/seg2  
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C

X
0

 

1-61.- La barra delgada y curva OC gira alrededor 

de O. En el instante que se muestra, la velocidad 

angular OC es 2 rad/seg y su aceleración angular es 

cero. Encuentre la aceleración angular de la barra 

AB en la misma posición. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 

1).- Cálculo de la velocidad y aceleración de B 

tomando como punto de referencia a O en ℑ.- 

 

a).- Cálculo de la velocidad y aceleración de B’ (B’ ε a OC coincidente con B), ver figura P1-61a: 

 

( ) ijxkrxV OBOCB 32162'' −=−−== ω (plg/seg) 

 

( ) jjra OBOCB 6416*4'

2

' =−−=−= ω  (plg/seg2) 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de B respecto a OC: 

 

Si:     iVV
OC
B

OC
B −=       ,        jn

V
itaa OC

B

OC
B

OC
B

8

2

+−=     ,    
OC
BBB VVV += '      y  

OC
BOCB

OC
BB Vxaaa ω2' ++=  

 

Luego: 

 

iViViV
OC
B

OC
BB 





 +−=−−= 3232       (1) 

 

P1-61a 

P1-61 
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( ) 




−−+++−= iVxkjjn

V
itaa

OC
B

OC
B

OC
BB 2264

8

2

 














+++−= jV

V
itaa

OC
B

OC
B

OC
BB )644

8

2

      (2) 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de B, tomando como punto de referencia a A en ℑ:- 

 

a).- ( ) jijsenixkV ABABABB ωωω 66.85º30º30cos10 +−=+=    (3) 

 
(1) = (3) e igualando componentes: 

 

0066.8 =→= ABAB ωω  

 

}
32*532

0

−=→−=




 +−

OC
BAB

OC
B VV ω   plg/seg 

 

b).-  ( )
}

ABABABB rjsenixka

0

2º30º30cos10 ωα −+=  

 

jia ABABB αα 66.85 +−=         (4) 

 

(2) = (4) e Igualando componentes: 

 

( ) ABAB αα 66.86466.86432*4
8

322

=→=+−+  

 

39.7=ABα   rad/seg2  (antihorario) 

 

 

1-62.- El pasador P es solidario de BC y desliza 

libremente por la ranura de OA. Usando 

coordenadas polares, hallar la variación del ángulo 

θ  por unidad de tiempo (θ& ), sabiendo que BC se 
mueve con una celeridad constante V0. Exprese la 

solución en función de V0 , h, β y θ. 

 

 
P1-62 
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O

h

B

 

   

P

ρ

90 β
 

 
   

θe

ρe

0V

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios e identificación del parámetro radial: 

 

Por Ley de Senos: 

 

( ) ( )θβ

β
ρ

β

ρ

θβ +
=→=

+ sen

h

sen

h cos

cos

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2).- Cálculo de la velocidad angular de OA:  
 

Si:   θρ θρρ eeVP
&& +=    y    ( ) ( )[ ]θρ θβθβ eseneVVP +++−= cos0  

 

Igualando la componente transversal: 

 

( )θβθρ += senV0
&      →    

( )
( )θβθ

θβ

β
+=

+
senV

sen

h
0

cos &  

 

( )
β

θβ
θ

cos

2

0

h

senV +
=&   (Unid. De Velocidad angular) 

 

1-63.- En el instante dado, la escalera de un camión de 

bomberos gira alrededor del eje vertical z con una 

velocidad angular de ω1 = 0.20 rad/seg y una aceleración 

angular α1 = 0.5 rad/seg
2, mientras se está elevando a una 

velocidad angular constante ω2 = 0.75 rad/seg, como se 

indica y la escalera superior se está subiendo con respecto 

a la inferior con una velocidad de 0.5 m/seg y 

desacelerándose a 0.1 m/seg2. Usando las coordenadas 

esféricas, determine la velocidad y aceleración del punto 

P del extremo de la escalera en el instante que se muestra. 

 

 

 

 

 

Solución 

P1-62a 

 

P1-63 

 ω 2 
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45º

O

Z

P

re

θe

φe

1).- Orientación de los vectores unitarios e identificación de los parámetros que definen el movimiento en 

coordenadas esféricas (ver figura P1-63a):  

0

/75.0

º45

/1.0

/5.0

142.14
º45

10

2

=

−=

=

−=

=

==

θ

θ

θ

&&

&
&&

&
segrad

segmr

segmr

m
sen

r

 

 

2/5.0

/2.0

segrad

segrad

=

=

φ

φ

&&

&
 

 

a).- Cálculo de la velocidad y aceleración de P:  
 

( ) φθφθ θφθ eseneeesenrererV rrP º45*2.0*142.1475.0*142.1405 +−+=++= &&&

 

φθ eeeV rP 261.105.0 +−=      →     808.10=PV   m/seg 

 

( ) ( ) ( ) φθ θφθφθφθθθφθθφθ esenrsenrresenrresenrrra rP
&&&&&&&&&&&&& +++−+−−= 2cos2cos2 2222

 

( )
+







 −−
+









 −−−
= θe

sen
e

sen
a rP

º452.0*142.14

75.0*5.0*2

º452.0*142,14

75.0*142.141.0
222

2

 

           ( )[ ] φesensens º455.0*142.14º452.0*5.0*2º45cos2.0*75.0*142.14*2 ++−  

 

φθ eeea rP 14.2033.1338.8 +−=   (m/seg2)      →    66.8=Pa   m/seg2  

 

1-64.- Un aparato de un parque de diversiones tiene dos 

canastillas sujetas rígidamente a brazos de soporte, los cuales 

tienen libertad para girar verticalmente alrededor del pivote en 

O. El pivote está soportado por un poste vertical que en el 

instante dado gira a la velocidad angular constante ω1 = 2 

rad/seg. Un pasajero está en sentado en una de las canastillas en 

el lugar indicado por P. Usando coordenadas cilíndricas, 

determine la aceleración del pasajero P, si los brazos de soporte 

está en la posición que se muestra (θ = 45º) y está girando 

alrededor del pivote O a la velocidad y aceleración angulares 

de ω2 = 0.5 rad/seg y α 2 = 0.5 rad/seg
2 respectivamente. 

 

Solución P1-64 

P1-63a 



SOLUCIONARIO DE PROBLEMAS SOBRE CINEMATICA DE UNA PARTICULA 

_____________________________________________________________________ 

 

Autor: Ing. VICTOR MANUEL MENACHO LOPEZ  

P

Z

O

    = 20 pies

ρe

φe

Ze

l

ρ

1).- Orientación de los vectores unitarios e identificación de los parámetros que definen el movimiento en 

coordenadas cilíndricas (ver figura P1-64a):  

 

θρ senl=  

 

2coscos ωθθθρ l&l& ==  

 
2cos θθθθρ &l&&l&& sen−=  

 
2

22cos ωθαθρ senll&& −=  

 

θcosl−=Z  

 

2ωθθθ sensenZ l&l& ==  

 
2

22

2 coscos ωθαθθθθθ ll&l&&l&& +=+= sensenZ

 

 

Para el caso específico de:  
 

º45=θ   ,   5.02 =ω   rad/seg   y   5.02 −=α   rad/seg2  

 

( ) 0

/2

/607.105.0º*45*205.0º*45cos*20

/071.75.0º*450*20

142.14º45*20

22
=

=

−=−−=

==

==

φ

φ

ρ

ρ

ρ

&&

&

&&

&

segrad

segpiesen

segpiesc

piessen

 

 

( ) 22 /535.35.0º*45cos*205.0º*45*20

/071.75.0º*45*20

segpiesenZ

segpiesenZ

−=+−=

==

&&

&
 

 

2).- Cálculo de la aceleración de P:  
 

( ) ( ) ZP eZeea &&&&&&& ++−= φρ φρφρρ 22
 

 

( ) ZP eeea 535.32*071.7*24*142.14607.10 −+−−= φρ  

 

ZP eeea 535.3284.28175.67 −+−= φρ   (pie/seg2)      →    972.72=Pa   pie/seg2  

 

P1-64a 
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DA

B

Y

X

 

1-65.- Un Perno en el extremo 

del brazo A de 3 pies de largo, 
sigue la trayectoria de la ranura 

circular del elemento CD, el cual 

se mueve hacia la derecha con 

una aceleración constante de 1 

pie/seg2 partiendo del reposo 

cuando φ = 90º, Para el instante 

en que φ = 45º, usando 

coordenadas cartesianas calcule 

la velocidad y aceleración del 

perno B. 
 

 

 

 

 

 

Solución 

1).- Por intersección de trayectorias (ver figura P1-

65a).- 

 

a).- Cálculo de la posición de D, para un instante 

cualquiera:- Todo los puntos del elemento tienen el 

mismo movimiento por encontrarse en movimiento de 

traslación rectilíneo, luego: 
 

 

} }
22 5.06.2

2

1
ttXtXXX

a

D

o

DoDoD +=++= &&&  

 

b).- Determinación de las ecuaciones de las trayectorias, para un instante cualquiera de B: 

 

922 =+YX           (1) 

 

( ) 222
5.1=+− YXX D        →      25.2

2

1
6.2 2

2

2 =+







−− YtaX    (2) 

 

2).- Derivando (1) y (2) dos veces respecto al tiempo: 

 

0022 =+→=+ YYXXYYXX &&&&        (3) 

 

( ) ( ) 02*5.06.22 2 =+−−− YYtXtX &&    →     ( ) ( ) 05.06.25.06.2 32 =+−++ ttXttX&  

a  

P1-65 

P1-65a 
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2

3

5.06.2

5.06.2

t

tXtt
X

+

−+
=&         (4) 

 

022 =+++ YYYXXX &&&&&&         (5) 

 

( ) 05.16.25.06.2 22 =−−++++ tXtXXttX &&&&  

 

2

2

5.06.2

25.16.2

t

XtXt
X

+

−−+
=

&
&&         (6) 

 

3).- Para el caso específico de: 

 

06.1º455.1 == senY  pies   y    806.206.19 2 =−=X   pies 

 

En (2): 

 

( ) 0126.1206.025.0042.025.206.15.06.2806.2 24222 =−−+→=+−− ttt  

 

0338.4824.02 =−− ZZ  

 

123.2412.0
2

338.4*4824.0824.0 2

±=
+±

=Z  

 

6.1535.2 =→= tZ   seg 

 

En (4): 

 

443.0
6.1*5.06.2

6.1*806.26.1*5.06.1*6.2
2

3

=
+

−+
=X&  pie/se      

 

En (3): 

 

17.1
06.1

443.0*806.2
−=−=−=

Y

XX
Y

&
&  pie/seg 

 

jiVB 17.1443.0 −=∴   (pie/seg) 
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En (6), ( )aXX DB =≠ &&&& : 

57.0
6.1*5.06.2

443.0*6.1*2806.26.1*5.16.2
2

2

=
+

−−+
=X&&   pie/seg2  

 

En (5): 

 

985.2006.117.157.0*806.2443.0 22 −=→=+++ BB YY &&&&   pie/seg2  

 

Luego: 

 

jiaB 985.257.0 −=   (pie/seg2) 

 

1-66.- Un eje BC gira respecto a la 

plataforma A con una velocidad 

angular ω = 0.34 rad/seg. Una 

barra está soldada a BC y en el 

instante de interés está vertical. Un 

tubo está fijado a la barra vertical y 

dentro del mismo la cabeza de un 

pistón se está moviendo respecto al 

tubo con una velocidad V de 3 

m/seg y con una aceleración 

deV& de 0.4 m/seg2. La plataforma 

A tiene una velocidad angular 

relativas al terreno dada como ω2 = 

0.8 rad/seg y con una aceleración 

angular de 0.5 rad/seg2. Hallar el 

vector aceleración de la cabeza del 

pistón relativa al terreno. 

 

Solución 

 

1).- Cálculo del movimiento del marco móvil eje BC y barra soldada y del punto base O’: 

 

a).- Movimiento del Marco móvil: 

 

jiT 34.08.012 +=+= ωωω   (rad/seg) 

 

}

kijxiixT 272.05.034.08.05.012

0

12 +=+=++= ωωωωω &&&  (rad/seg2) 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de O’, como parte de A, en movimiento circular vertical: 

 

P1-66 

O’ 

P 

O 
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D
O

 Ω 

Ze

ρe

φe

kjxirxV OOO 16.02.08.0'2' === ω   (m/seg) 

( ) kjjjxirrxa OOOOO 1.0128.02.08.02.05.0 2

'

2

2'2' +−=−=−= ωω&   (m/seg2) 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de P: 

 

( ) ( )kjxjikjrxVVV POTO
T
PP 6.01.034.08.016.03'' ++++−=++= ω  

 

kjiVP 24.048.3204.0 +−=   (m/seg)     →     494.3=PV
&&  m/seg 

 

( )
T
PTPOTTPOTO

T
PP Vxrxxrxaaa ωωωω 2''' ++++= &  

 

( ) ( ) ( )+++++−+−= kjxkikjjaP 6.01.0272.05.01.0128.04.0  

 

          ( ) ( ) ( )[ ]kjxjixji 6.0̀1.034.0̀8.034.08.0 + ( ) ( )jxji 334.08.02 −++  

 

ikjkkjiaP 027.0069.0064.0384.065.4828.027.0 +−−−−−−=  

 

kjaP 103.5892.0 =−=      →     Pa 18.5=   m/seg2  

 

1-67.- Para el instante mostrado, el aro circular gira alrededor 

del eje vertical a Ω = 20 rad/seg y Ω& = 5 rad/seg2. El bloque 

se mueve con rapidez constante de 4 m/seg con respecto al 

aro. Usando coordenadas cilíndricas encuentre la aceleración 

del deslizador para el instante cuando θ = 90º. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

1).- Orientación de los vectores unitarios e 

identificación de los parámetros que definen 

al movimiento en coordenadas cilíndricas, el 

instante pedido (ver figura P1-67a): 

P1-67 

P1-67a 
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A

   

C

φe

re
θe

0

/4

/5

/20

8
2

4

0

4

22
2

=

−=

=

=

−=−=

=

=

Z

segmaZ

segrad

segrad

m

m

&&

&

&&

&

&&

&

φ

φ

ρ

ρ

ρ

 

 

2).- Cálculo de la aceleración del deslizador D: 

 

( ) ( ) φρφρ φρφρρ eeeeaD 5*420*48 22 +−−=+−= &&&&&&  

 

φρ eeaD 201608 +−=   (m/seg2)      →    12.1608=Da  m/seg2  

 

1-68.- Un collar desliza sobre la barra AB con una velocidad 

de 2 m/seg y una aceleración de 1 m/seg2 y la barra gira con 

respecto a su eje vertical a razón constante de 10 rad/seg. 

Usando coordenadas esféricas encuentre la velocidad y 

aceleración del collar, si l = 1 m. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios e 

identificación de los parámetros que definen el 

movimiento en coordenadas esféricas en el instante 

dado (ver figura P1-68a): 

 

 

2!1

!2

1

segmr

segmr

mlr

&&

& =

==

0

/10

0

0

º87.126

=

=

=

=

=

φ

φ

θ

θ

θ

&&

&

&

&

segrad

 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración del collar C: 

 

P1-68a 

C 

P1-68 
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O

b

C

2    

P

1ρe

2ρe

1θe

2θe

r

   

φφθφ eseneesenrerV rrC º87.126102 +=+= &&  

 

φeeV rC 82 +=   /m/seg)     →      246.8=CV   m/seg 

 

( ) φθ θφθθφθφ esenresenresenrra rC
&&&&&& 2cos222 +−−=  

 

( ) φθ esenesenesena rC º87.12640º87.126cosº87.126100º87.1261001 2 +−−=  

 

φθ eeea rC 324863 ++−=   (m/seg2)    →   42.85=Ca   m/seg2  

 
1-69.- El brazo rasurado OA oscila en torno de O 

dentro de los límites indicados y arrastra a la manivela 

CP a través del pasador P. Durante un intervalo del 

movimiento, θ&= k, constante. Hallar el valor de la 

correspondiente aceleración total de P para todo valor 

de θ  comprendido entre los límites en que θ&= k. 
Emplear las coordenadas polares  r y  θ . Demostrar 

que permanecen constantes los módulos de la velocidad 

y la aceleración de P en su trayectoria circular. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios e identificación 

de los parámetros que definen el movimiento en 

coordenadas polares (ver figura P1-69a): 

 

a).- Para las coordenadas polares ( )11 , θρ ee  en OA: 

 

θcos2 br =  

 

θθ senbr && 2=  

P1-69 

P1-69a 
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senbbr θθθθ &&&&& 2cos2 2 −−=  

Para: 0== θθ &&& yk : 

 

θcos2 br =  

 

θsenkbr 2−=&  

 
2cos2 kbr θ=&&  

 

b).- Para las coordenadas polares ( )22 , θρ ee  en OP(trayectoria circular): 

 

0

2

0

0

2

2

=

=

=

=

=

θ

θθ

ρ

ρ

ρ

&&

&

&&

&

b

 

 

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de P, tomando como punto de referencia a O en ℑ: 

 

1111 cos22 θρθρ θθθ ekbesenkbererVP +−=+= &&   (Unid. de velocidad) 

 

kbVP 2=   Unidades de velocidad 

 

( ) 11

2 2 θρ θθ ererraP
&&&&& +−=  

 

( ) ( ) 1

2

1

22 4cos2cos2 θρ θθθ eksenbekbkbaP −+−−=  

 

1

2

1

2 4cos4 θρ θθ eksenbekbaP −−=  (Unid. de aceleración)  →  
24 kbaP =  Unid. de acelerac. 

 

2).- Cálculo de la aceleración de P tomando como punto de referencia a C en ℑ (trayectoria circular): 

 

2222 22* θθθθρ ekbekbeVP === &  (unidades de velocidad) 

 

kbVP 2=  (unidades de velocidad) 

 

2

2

2

2

2

2

2 44* ρρρθρ ekbekbeaP −=−=−= &  (Unid. de aceleración) 
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R

et '  en  

en '  

P '
60º

30º

VP/R

  

et  

P 30º

24 kbaP =   Unid. de aceleración 

 

Los módulos de la velocidad y aceleración permanecerán constantes por depender de parámetros 

constantes. 

 

1-70- Se muestra una sección superior de un 

aspersor. El agua entra en el centro desde abajo y 

luego pasa por los pasajes del impulsor. El 

impulsor está girando con una velocidad angular 

ω constante e igual a 8 RPM. El agua abandona 

el impulsor con una velocidad relativa de 3 

m/seg y formando un ángulo de 30º respecto a r 
¿Cuáles son la velocidad y la aceleración del 

agua respecto al terreno cuando ésta, abandona el 

impulsor? Si el radio de curvatura de la 

trayectoria de la partícula en el momento de 

interés con respecto al impulsor es ρc= 0.3 m. 

 

 

 

 

 
Solución 

Sea P la partícula y P’ un punto 

coincidente con P, perteneciente al 

impulsor: 

 

1).- Cálculo de la velocidad y 

aceleración de P’ en ℑ (utilizando 

coordenadas naturales en el aspersor): 

 

a).- Orientación de los vectores 

unitarios que definen las coordenadas 

naturales (ver figura P1-69a): 

 

b).- Cálculo de la velocidad y aceleración de P’: 

 

tttP eeerV 565.03.0*
30

*18' ===
π

ω   (m/seg) 

 

nnP eera 066.12

' == ω   (m/seg2) 

 

2).- Cálculo del movimiento de P respecto al aspersor ℜ: 

P1-70 

P1-69a 
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0' =PPr  

 

( ) ntntP eeeesenV 6.25.1º30cosº303 −−=−−=
ℜ

  (m/seg) 

 

( ) ntntn

c

P

P eeesenee
V

a 1598.25º30º30cos
3.0

32

'

2

+−=+−== ℜ

ℑ ρ
  (m/seg2) 

 

3).- Cálculo de la velocidad y aceleración de la partícula P respecto al terreno ℑ: 

 

ntnttPPP eeeeeVVV 6.2935.06.25.1565.0' −−=−−=+=
ℜ

  (m/seg) 

 

763.2=PV   m/seg 

 

( )ntbPPPPPP eexeaaVxaaa 6.25.177.32 '' −−++=++=
ℜℜℜ

ω  

 

( ) ( ) ntntP eeeea 411.10178.1665.515066.1802.998.25 +−=−+++−=   (m/seg2) 

 

24.19=Pa   m/seg2 

 
1-71.- Un avión de combate está 

aterrizando siguiendo un 

movimiento de traslación y tiene la 

siguiente aceleración respecto al 

terreno: jgkga 1.02.0 −=  

(m/seg2). 

Las ruedas se están extendiendo tal 

como se muestra. Usando 

coordenadas cilíndricas en el avión, 

encuentre la aceleración del centro 

de cada rueda respecto al terreno, 

en el instante que se muestra. 

Utilizar los datos siguientes: 

segrad /3.0=ω  y 

2/4.0 segrad=ω&  

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios e identificación de los parámetros que definen el movimiento 

respecto al avión: 

P1-71 

 
 

G 

A 
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Ze

φe
ρe

45º

G

A

   

Z
X

Y

   

   

j 

i 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

θρ θθ esenei −= cos   ,  θθθ eesenj cos−−=  

 

Zek −=  

 

2/4.0

/3.0

0

0

1

segrad

segradm

==

==

=

=

=

ωθ

ωθ

ρ

ρ

ρ

&&&

&

&&

&  

 

2).- Cálculo de la aceleración de G respecto al avión ℜ: 

 

θρθρ θρθρ eeeeaG 4.0*13.0*1 22 +−=+−=
ℜ

&&&  

 

θρ eeaG 4.009.0 +−=
ℜ

  (m/seg) 

 

3).- Movimiento del marco móvil avión ℜ y del punto base A: 

 

0==
ℑ

ℜ
ℑ

ℜ ωω &  

 

( ) ( ) ZZA eeeeesengega 962.1694.0694.0cos1.02.0 −+=−−−−= θρθρ θθ  (m/seg2) 

 

4).- Cálculo de la aceleración del centro G de la rueda respecto al terreno: 

 

( ) ( ) ZGAG eeeaaa 962.14.0694.009.0694.0 −++−=+=
ℜ

θρ  

 

ZG eeea 962.1094.1604.0 −+= θρ  (m/seg2)   →   326.2=Pa   m/seg2  

P1-71a 
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1-72.- Los movimientos x e  y de las guías A 

y B, cuyas ranuras forman ángulo recto, 

controlan el movimiento del pasador de 

enlace P, que resbala por ambas ranuras. 

Durante un corto intervalo esos movimientos 

están regidos por  x = 20 + ¼ t2 e y = 15 – 

1/6 t3, donde x e y  son milímetros y t en 

segundos. Calcular los nódulos de la 

velocidad y la aceleración del pasador para t 

= 2 seg y calcular su curvatura en ese 

instante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

 

Las barras tienen movimiento de traslación. 

 

1).- Ecuaciones del movimiento.-  Utilizando las ecuaciones paramétricas: 

 

2

4

1
20 tX +=  (mm)   y    

3

6

1
15 tY −=   (mm) 

 

tX
2

1
=&   (mm/seg)      y     

2

2

1
tY −=&   (mm!seg) 

 

2

1
=X&&   (mm/seg2)        y     tY −=&&    (mm!seg2) 

 

Luego: 

 

jtitVP
2

2

1

2

1
−=  (m!seg)     y      jtiaP −=

2

1
  (mm!seg2) 

 

2).- Para el caso especifico de t = 2 seg: 

 

 jiVP 2−=   (mm/seg)      y        jiaP 25.0 −=   (mm/seg2) 

Y 

X 

P1-72 
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O

re

θe

βe

θ

Z

3).- Cálculo de la curvatura: 

 

Si:   

( ) 2
3

22

1

YX

XYYX
K

C &&

&&&&&&

+

−
==

ρ
 

Para: t = 2 seg 

 

( ) ( ) ( )
( )

0894.0
41

2
1*22*1

2
3

=
+

−−−
=K  (1/mm) 

 

1-73.- El mecanismo robótico gira alrededor 

de un eje vertical fijo a la vez que el brazo se 

alarga y se eleva.- En el instante  dado, 

,5.0),(/10,º30 mlcteseggrd === φφ &

ysegmlsegml 2/3.0,/2.0 −== &&&

)(/20 cteseggrd=Ω . Usando 

coordenadas esféricas determine la 

velocidad y aceleración de la pieza P asida. 

 

 

 
 

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios e identificación de los 

parámetros que definen el movimiento en coordenadas esféricas (ver 

figura P1-73a): 

 

0

/175.0
180

*10

º60º90

/3.0

/2.0

25.175.0

=

−=−=−=

=−=

−=

==

=+=

θ

π
φθ

φθ

&&

&&

&&&&

&&
segm

segmlr

segmlr

mlr

 

0

/349.0
10

*20

=Ω=

==Ω=

&&&

&

β

π
β segrad

 

 

P1-73 

P1-73a 
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R

O Y

X

h'

h  
B

C

V B  = 40 pie/seg  

2).- Cálculo de la velocidad y aceleración de P: 

 

( ) ( ) βθβθ θθβθ eseneeesenrererV rrP 349.0*25.1175.0*25.12.0 +−+=++= &&&  

 

βθ eeeV rP 378.0219.02.0 +−=   (m/seg)    →   48.0=PV  m/seg 

 

( ) rP esenrrra θβθ 222 &&&& −−= ( ) ( ) βθ θβθβθθθβθ esenrresenrr &&&&&&& 2cos2cos2 2 ++−+  

 

( )[ ] +−−+








 −−−
= θesene

sen
a rP º60cosº60349.0*25.1175.0*2.0*2

º60349.0*25.1

175.0*25.13.0
2

2

2

 

            ( )[ ] βesen*349.0*2.0*2º60cos349.0*175.0*25.1*2 +−  

 

βθ eeea rP 045.0136.047.0 −−−=   (m/seg2)     →    49.0=Pa   m/seg2 

 
1-74.-  Una persona que está parado en el 

punto h  sobre el perímetro de una plataforma 

en rotación observa el vuelo libre de una 

pelota B de béisbol. Para el instante mostrado 

la pelota está en el punto C y se mueve 

horizontalmente con una rapidez constante de 

40 pies/seg hacia el eje de la plataforma 

giratoria, que se mueve con velocidad 

angular constante de 2 rad/seg. Calcule, para 

ese instante: a) la velocidad y aceleración de 

la pelota desde la perspectiva de  la persona, 

y b) el radio de curvatura en el “plano 

horizontal” de la trayectoria de la bola 

respecto a la persona. 

 

Solución 

 

 Observando el movimiento en el plano 

horizontal (ver figura P1-74a). 

 

1).- Cálculo del movimiento angular del 

marco móvil ℜ, y velocidad y aceleración del 
punto base h. 

 

k2=ℜω   (rad/seg)    y   0=ℜω&  
 

ℜ 

P1-74 

 h  

P1-74a 
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iiirV Ohh 2010*2 === ℜ
ℑ

ω  (m/seg)   y   jjjrah 4010*42 === ℜ
ℑ

ω   (pie/seg2 ) 

2).- Movimiento de la bola B respecto al marco móvil ℜ: 

 

jrhC 5−=   (pies) ,   ?=
ℜ
BV   y    ?=

ℜ
Ba  

 

3).-  Cálculo de la velocidad y aceleración de la bola respecto al hombre.- De la velocidad y aceleración de 

la bola B respecto al marco inercial tierra: 

 

a).- Si:  hChBBhChBB rxVVVrxVVV ℜ
ℑℑℜ

ℜ
ℑℜℑ

−−=→++= ωω                (1) 

Donde: 
 

jVB
r

40=
ℑ

  (pie/seg)     y      ( ) ijxkrx hC 1052 =−=ℜω  (pie/seg) 

 

En (1): 

jiiijVB 4030102040 +−=−−=
ℜ

  (pie/seg)     →     50=
ℜ
BV   pie/seg 

 

b).- Si: 
h

BhChBB Vxraaa ℜℜ
ℑℜℑ

+−+= ωω 22
  →  

h
BhChBB Vxraaa ℜℜ

ℑℑℜ
−+−= ωω 22   (2) 

Donde: 

 

0=
ℑ

Ba    ,    jjrhC 20)5(42 −=−=ℜω   (pie/seg2)     y 

 

( ) jijixkVx
h

B 120160403042 −−=+−=ℜω   (pie/seg2) 

En (2): 

jijijjaB 601601201602040 +=++−−=
ℜ

r
  (pie/seg2)    →   88.170=

h
Ba   pie/seg2  

 

4).- Cálculo del radio de curvatura respecto a la persona en el plano horizontal: 

 

Si:  
3

1

ℜ

ℜℜ
=

B

BB

C V

axV

ρ
 

Donde: 

 

( ) ( ) kkkjixjiaxV BB 820064001800601604030 −=−−=++−=
ℜℜ
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A

   
B

B'

C

D
ρe

Xe

θe

   k 

   
j 

125000
3

=
ℜ
BV  

 

Luego: 

 

24.15
125000

82001
=→= C

C

ρ
ρ

  pies 

 

1-75.- En el instante que se ilustra, el brazo AB 

gira en torno del rodamiento fijo con una 

velocidad angular 1ω = 2 rad/seg y una 

aceleración angular 1ω& = 6 rad/seg2. En el mismo 

instante, la varilla BD gira en relación  con la 

varilla AB a 2ω = 7 rad/seg, que se incrementa a 

2ω& = 1 rad/seg2. Además, el collarín C se mueve 

sobre la varilla BD con una velocidad r& = 2 
pie/seg y una desaceleración r&& = 0.5 pie/seg2, 

ambas, medidas con relación con la varilla. 

Usando coordenadas cilíndricas en la varilla AB, 

determine la velocidad y aceleración del collarín 

en ese instante. 

 

 

Solución 

 

1).- Orientación de los vectores unitarios de las 

coordenadas cilíndricas en AB (ver figura P1.75a): 

 

 

2).- Cálculo del movimiento del marco móvil AB, de la 

velocidad y aceleración del punto base B: 

 

( )θρωω eesenAB º30cosº3021 +==  

 

ABω θρ ee &732.1+=   (rad/seg) 

 

( )θρωω eesenAB º30cosº3061 +== &&  

 

θρω eeAB 196.53 +=&  (rad/seg2) 

 

P1-75 
A 

P1-75a 
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( ) ( )XBB exeerxV 2732.1'1 θρω +== θρ ee 2464.3 +−=  (pie/seg) 

 

( ) ( ) ( )XXBBB eexeerrxa 242196.53'

2

1'1 −−−+=−= θρωω&  

 

XB eeea 86392.10 −+−= θρ   (pie/seg2) 

 

3).- Cálculo del movimiento de C respecto al marco móvil AB.- 

 

a).- Identificación de los parámetros que definen el movimiento en AB: 

 

2/5.0

/2

1

segpier

segpier

pie

−==

==

=

&&&&

&&

ρ

ρ

ρ

2/1

/7

º30

segrad

segrad

=

=

=

θ

θ

θ

&&

&  

 

b).- Movimiento de C: 

 

ρerBC =   (pie) 

 

θρθρθρ ρθρ eeeeeeV
AB

C 721*72 +=+=+= &&   (pie/seg) 

 

( ) ( ) θρ θρθρθρρ eea
AB

C
&&&&&&& ++−= 22

 

 

( ) ( ) θρθρ eeeea
AB

C 295.491*17*2*249*15.0 +−=++−−=   (pie/seg2) 

 

4).- Cálculo de la velocidad y aceleración de C en el marco inercial tierra: 

 

BCAB
AB

CBC rxVVV ω++=  

Donde: 

 

( ) XBCAB eexeerx 732.1732.1 −=+= ρθρω   (pie/seg) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) XXC eeeeeeV 732.19464.1732.1722464.3 −+−=−+++−= θρθρ   (pie/seg) 

 

281.9=CV  pie/seg 
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( )
AB

CABBCABABBCAB
AB

CBC Vxrxxrxaaa ωωωω 2++++= &  

 

Donde: 

 

( ) XBCAB eexeerx 196.5196.53 −=+= ρθρω &&   (pie/seg2) 

 

( ) ( ) ( ) θρθρωω eeexeerxx XBCABAB 732.13732.1732.1 +−=−+=   (pie/seg2) 

 

( ) ( ) XXX
AB

CAB eeeeexeeVx 072.714928.672464.322 =+−=++= θρθρω  (pie/seg2) 

 

Luego: 

 

( ) ( ) ( ) XC eeea 072.7196.58732.129635.49392.10 +−−++++−−−= θρ  

 

XC eeea 124.6732.36892.62 −+−= θρ   (pie/seg2)   →   09.73=Ca   pie/seg2  

 


